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CHAPITRE XII 


ÉQUATION ADJOINTE 


$ 1. Théorèmes de l’opérateur inverse *) 


Dans ce paragraphe, nous complétons ce que nous avons dit sur 
l'opérateur inverse dans le tome 1 (cf. $ 4, chap. V). 

1.1. Rappel des définitions du tome 1. Soit U un opérateur li- 
néaire continu d’un espace normé X dans un espace normé Ÿ. Si existe 
un opérateur V de YŸ dans X, tel que 

VU=Ix (Ixz=zx, zEX), (1) 
on dit que V est inverse de U (V = U”1). 

Dire qu’il existe un opérateur inverse (même non continu) U- 
revient à dire que Ü réalise une bijection de X sur YŸ. Si U-! est 
continu, l'application indiquée est un isomorphisme. 

L'opérateur V est appelé opérateur à gauche (resp. à droite) et 
noté V = U;! (resp. V = Ug3' **)) si est réalisée la relation (1) 
(resp. (2)). Dans V.4.4, on a montré qu'une condition nécessaire et 
suffisante pour qu'existe un opérateur inverse à gauche continu 


est que 
IU(HiIzmlzi (EX), (3) 


où m > 0 ne dépend pas de z. Si, en outre, l’opérateur U applique 
X sur Y, l'opérateur inverse à gauche sera également inverse à droite, 
c'est-à-dire l'opérateur inverse continu U-} existe. 

1.2. Prouvons un théorème. 


TH£LOREME 1. Si un opérateur linéaire continu U d'un B-espace X 
dans un espace normé Y admet un inverse à gauche continu, l'ensemble 
Y' = U(X) est un B-espace. 


DEMONSTRATION. Il faut simplement établir la complétude de l’espa- 

ce Y’. Soit {y,} une suite de Cauchy d'éléments de YŸ'. Posons z,— 
— UT (y) (ÿn = U (x); nr = 1, 2, ...). D'après ce qu'on a dit 
PPS 


“ 


*) Ce sujet est également traité dans Neumann {1] et Schauder [2]. 
*+) On omettra parfois les indices « g » et « da. s | 
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dans 1.1 
Yn — Ya = NU Gi) — UN > me [rn — za Il, 
où m est une constante positive. Donc 
lim {|z,—zx2||=0. 
, A0 
Par suite, dans X existe l'élément x, — lim zx,. Comme lim y, — 


= lim U (x,) = U (x), en désignant y EU (xo) on obtient y, € Y’ 
et y, —+ y. Ce qui prouve la complétude de Y’. 

COROLLAIRE. Sous les hypothèses du théorème, Y' est un sous-espace 
fermé de Y. 

1.3. Soient donnés deux espaces normés X et Y et un opérateur 
linéaire continu U de X dans Y. L'ensemble X, — U-1 (0) est mani- 
festement un sous-espace fermé de X. Considérons l’espace quotient 
X = X/X,4 (cf. IV.1.8, tome 1). Soit x E X; prenons un élément 
quelconque z Ex et posons 


U(z)=U (2). (4) 
La définition de l'élément Ü (x) ne dépend pas du choix de l'élément 
zx Ex, carsiz'’,z" Ex, alors x’ — 2" EXoet U (x') = U (x”). Donc, 
la formule (4) définit un opérateur Ü de X dans Y. Cet opérateur 


est homogène et additif. Il est continu, car en passant à la borne 
inférieure dans le second membre de l’inégalité 


TD @I= NU (@ISIUNIZI EX), 
on peut écrire 
ACDRESITARE RES) 

De la définition de l'opérateur Ÿ il suit que U—ÜU, où est 
un homomorphisme naturel de X sur X/X, (cf. IV. 1.8, tome 1) et 
HUI=NU A. 

Contrairement à U l'opérateur U réalise une application injec- 
tive (de X dans Y). En effet, si Ü(xz)—0, pour tout zEx on 
a U(x)=0, c'est-à-dire zEU-1(0)=2X, et par suite x est con- 
fondu avec X,, l'élément nul de X. 


Si U applique X sur Y, U appliquera également X sur Ÿ. Si, de 


plus, existe l'opérateur inverse continu ÜU”1, les espaces X et Y sont 
dits komomorphes et l'opérateur U, homomorphisme de X sur YŸ. 

Les deux conditions suivantes expriment le fait que U est un 
homomorphisme de X sur Y: 

4) U (X) = Y; 
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2) il existe m > 0 tel que pour tout y € Y on peut exhiber 
z € X tel que 
y=U(), Nyl>mlzil 
En effet, si U est un homomorphisme, la première condition est 
manifeste. D'autre part, en prenant x € x — UT (y) à partir de (4) 
de IV.1.8 (tome 1), on obtient 
IzI<21z 2 UT | 
_—_— 
2{U| 
Si, au contraire, les deux conditions sont remplies, de la pre- 
mière on déduit que U(X)— Y. Soit EX; à partir de l'élément 
y—=U(z) trouvons l'élément xE€X vérifiant la deuxième condi- 
tion. Comme 


et l’on peut prendre m — 


Ü (p{x)) =U (x) = y =Ù (x), 


et que l'opérateur réalise une bijection U, on a g(x)=zx el par 
suite 


NU ()=lyl>mlzl>mlzl 
Comme indiqué dans 1.1, ceci et la relation {/ (X) — Y assurent 
l'existence de l'opérateur inverse continu U”1. 
1.4. La réciproque du théorème 1 est capitale en théorie des 
équations fonctionnelles. C’est une partie de la proposition suivante. 


LEMME 1. Soit U un opérateur linéaire continu d'un B-espace X 
dans un espace normé Y. Si l’image U (B) de la boule unité B (de cen- 
tre O) de l’espace X est dense dans la boule S, de rayon r (de centre 0 
aussi) de l’espace Y, alors U est un homomorphisme de X sur Y. En 
particulier, si l'application réalisée par l'opérateur U est bijective, 
l'opérateur U admet un opérateur inverse continu U”1. 


DEMONSTRATION. Vérifions que les deux conditions de 1.3 sont 
remplies. De toute évidence, on peut admettre que les boules B et 
S, sont fermées; montrons que 


Prenons une suite {e,} de nombres strictement positifs, telle 


que > e,<1 et considérons y ES,. Comme U(B)>S,, il existe 
k=1 
ys EU (B) tel que 


y — y Î< er. 


Soient x, un élément de P, tel que y, = U (x,), B, la boule fermée 
de X de rayon À (de centre 0). Par hypothèse, Ü (B;,) = S,,. Comme 
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y — Y1 € Sesr, il existe donc un élément zx, € B.,, tel que 


y — (ui + ve) Ne (Ya = U (xi)). 
En poursuivant ce raisonnement, on trouve deux suites {un} Yet 
{r,} GX telles que 


—=U (Th); Tn € Be 


LL 
au My 2 y l<enr (6) 
(n € N, Ep —= 1). 


Comme ||z, |SEr et que l'espace X est complet, la série 
00 


ÿ z, est convergente. Si x est la somme de cette série, on a 
k=i 


(E: IS 2 IE7 I< 2 Ex1 2, 


c'est-à-dire x € B,. D'autre part 


U(x)= Z'U(e)= 2 un. 


Mais de (6) il est clair que à yr=y. Donc, y=U (x). On a ainsi 
ke 


prouvé que U(B,)=S,, ce qui Autant à (9). 
Comme (5) entraîne que U (B) = Sxry2, on a 


U (X) = U OU (8) = U Sury2= Ÿ, 


et la première condition est remplie. 
Si y==0 est un élément quelconque de Ÿ, alors 


r 
y 517 r/2 


et, d'après (5), on peut exhiber un élément z’EB, tel que 
y =U(z"). En posant z=<Ulz, on obtient 


2 ” 2 
Uta)=y, Azl=<lyllz ES y 
Donc, la deuxième condition est aussi satisfaite. C.q.f.d. 
CoroLLAIRE. Si l'on se place dans les conditions du lemme, l'espace 
Y est complet. 
En effet, U étant un homomorphisme, l'opérateur Ü de l’espace 


quotient X — X/X, (Xo = U-1 (0)) sur Y admet un inverse continu. 
En appliquant le théorème 4. on obtient ce qu’on voulait, puisque 


Y = U (X). 
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L’hypothèse du lemme est de vérification délicate. Celle du théo- 
rème suivant est plus commode. 


TH£oReME 2 (Banach). Si l'ensemble U (X) est de deuxième catégorie 
dans l'espace Y, l'hypothèse du lemme est satisfaite, donc l'opérateur U 
est un homomorphisme de X sur Y. 


DEMONSTRATION. Conservons les notations du lemmeet prouvons que, 
si l'hypothèse du lemme n'est pas remplie, l’ensemble U (B) n'est 
nulle part dense. En effet, en supposant le contraire on trouve une 
boule S (y,, r) (de centre y, et de rayon r) dans l’espace Y, telle que 


U(B)=S (Yo; r)- (7) 


L'ensemble U (B) est symétrique, c'est-à-dire contient tout élément 


y avec son opposé —y. L'adhérence U (B) est visiblement symétri- 
que, elle aussi. Donc, en vertu de (7), on peut écrire 


U(B)=S(—y; r). 


Soit un élément yE S,. L'élément y, + y € S (yo, r) et l'élément 
— Yo + Y ES (—Yo, r), donc ces deux éléments appartiennent à 
U (B). Or, l’ensemble U (B), donc U (B), est convexe, par suite il 
contient deux quelconques de ses éléments avec leur demi-somme. 
Notamment 


y= Vo HW EC ve tn) EU(B). 


Donc, U(B)>S,. 
Si la condition du lemme 1 n’est pas remplie, l’ensemble U (B) 


n’est nulle part dense. Ce sera également le cas pour tout ensemble 
U (B;) mEN). Or 


U(X)= U U (Ba), 


d'où il suit que l’ensemble U (X) est de première catégorie. Cette 
contradiction prouve le théorème. 

Indiquons un corollaire du théorème prouvé, qui est la réciproque 
du théorème 1. 


COROLLAIRE. Si un opérateur linéaire continu U réalise une appli- 
cation bijective d'un B-espace X sur un sous-espace fermé d'un B-espace 
Y, l'opérateur inverse U”\ est continu. 


En effet, tout sous-espace fermé d’un B-espace est un B-espace, 
donc un ensemble de deuxième catégorie dans soi (cf. 1.4.7, tome 1). 
1.5. Indiquons quelques applications immédiates du théorème 2. 
Supposons qu'un espace vectoriel X soit muni d’une norme de 
deux manières différentes. Soient || z |, et || z |], les normes respecti- 
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ves d’un élément x € X, X, et X, les espaces normés correspondants. 
Même si X, et X, doivent être considérés comme des espaces diffé- 
rents, il peut ne pas exister de distinctions qualitatives entre eux. 
C'est notamment le cas lorsque toute suite {x,} convergente dans un 
espace est convergente dans l’autre vers le même élément. On dit 
alors que les normes des espaces X, et X, sont équivalentes; ce qui 
veut dire que les espaces X, et X, sont isomorphes (cf. IV.1.3, tome 1). 


THÉOREME 3. Soient X1 et X, deux B-espaces normés tels que X, & 
€ X2+ *). Si la convergence x, — x dans l’espace X1 entraine la con- 
vergence x, —> x dans l’espace X2, alors ou bien X, = X, et les normes 
de X, et X, sont équivalentes, ou bien X1 est un ensemble de première 
catégorie dans X:. 


DEMONSTRATION. Désignons par Ü un opérateur d'immersion de X, 
dans X,, c’est-à-dire un opérateur associant à un élément zE€ X, 
cet élément x lui-même, mais considéré comme élément de X.. 
D'après le théorème, l'opérateur U est un opérateur linéaire continu. 
Si l’ensemble X1 = Ü (X1) est de deuxième catégorie dans l’espace 
X», alors X1 — X. d’après le théorème 2 et U admet un opérateur 
inverse continu. Donc, si x, — x dans X,, alors x, = U”l(x,) + 
— UT (x) — x dans X,, c'est-à-dire les normes de X, et X, sont 
équivalentes. 

Si dans le théorème X1 — C® (D) et X, — C (D), l’ensemble 
de toutes les fonctions continüment différentiables est de première 
catégorie dans l’espace C des fonctions continues. On s’assure de 
façon analogue que l’ensemble des fonctions bornées presque partout 
mesurables est de première catégorie dans l'espace L!, etc. 

1.6. Une application T (pas nécessairement linéaire) d’un en- 
semble Q d'un espace normé X dans un espace normé Ÿ est par défi- 
nition fermée si 


TnEQ (n—=1,2,...), za ro T (x) — Ym 


entraîne que zo € Q et T (to) = Yo. 

Un opérateur linéaire continu défini sur un ensemble fermé 
est visiblement fermé. La réciproque est vraie. De façon plus précise, 
on a le 


TH£eoR8ME 4. Si T est un opérateur linéaire fermé d'un sous-espace 
vectoriel fermé Q d'un B-espace X dans un B-espace Y, c'est que T 
est continu. 


DEMONSTRATION. On peut admettre que —X (puisque Q est un 
B-espace). Munissons X d'une nouvelle norme en posant 


zh =lzi+IT@IN @ EX). (8) 


*) On admet que l’immersion X, € X, conserve les opérations algébriques, 
c'est-à-dire X, peut être considéré comme un sous-espace vectoriel de X2. 
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Il est immédiat de vérifier que cette norme satisfait aux axiomes 
d'un espace normé. Vérifions que l’espace X est complet pour cette 
nouvelle norme. Soit 


lim ||z, —zz|l1 = 0. 


k, Nn—+0 
Ceci exprime que 
lim ||zn—zxll=0 et Lim |T(xz;)—T(z:)|| =0. 
R, n—00 RkR,n—00 


Les espaces X (pour la norme donnée) et Y étant complets, il résulte 
qu'existent les limites 


liimz,—zxz et lim T(xz;)=— Yo. 


n — 00 ni + 00 


L'opérateur T étant fermé, on a y, = T (x). Or 


Li || £n—%olla = Line [25 — 20 11 + lim [IT (2) —T (0) 11 = 0 
C0 +00 ñn 0 


ce qui prouve que l’espace X est complet pour la nouvelle norme. 
Comme 


Iz << Hz Îh, 


de ||z, |h —- 0 il suit que || x, || + 0. En appliquant le théorème 
précédent on obtient 

IFALE URI AE 
A fortiori 

UTzN< M zx |i, 


ce qui exprime la continuité de l'opérateur TJ. 


REMARQUE. La classe des opérateurs linéaires fermés définis sur 
l'espace tout entier (ou sur un sous-espace vectoriel fermé) est con- 
fondue avec la classe des opérateurs linéaires continus. Cependant, 
si l'on considère les opérateurs linéaires fermés sur un sous-espace 
vectoriel (non fermé), ils forment une classe bien plus large que celle 
des opérateurs continus. Ainsi, dans l’espace L* (a, b) on vérifie 
immédiatement que l'opérateur T': 


dz (t) 
dt 


défini sur l’ensemble Q de toutes les fonctions absolument continues, 
dont les dérivées premières appartiennent à L° (a, b),est fermé 
mais pas continu. 

On a affaire aux opérateurs fermés mais non continus essentielle- 
ment dans le cas où X — Y est un espace hilbertien. L'étude du cas 


général est rendue malaisée par la structure compliquée de l'espace 
de Banach. 


y=T (x), y (t) = 
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$ 2. Relation entre une équation et son adjointe 


Dans ce paragraphe on considère l’équation 


U (x) = y (1) 


U* (g) = f, (2) 


dite adjointe de (1). On suppose toujours que U est un opérateur 
linéaire continu d'un espace X dans un espace Ÿ. Sans le mentionner 
expressément dans la suite, nous admettrons que ces espaces sont 
complets, bien que certains théorèmes de ce paragraphe soient 
valables sans l'hypothèse de complétude. 

Les théorèmes de ce paragraphe ont été prouvés par Hellinger et 
Toeplitz [1], [2] pour l’espace L? (a, b), par Riesz [3] pour les espaces 
PP et L? (a, b) et par Banach et Zaanen [I] pour le cas général. 

2.1. Les ensembles d'annulation auront un grand rôle à jouer 
dans la suite de l’exposé. Soit l'un ensemble de fonctionnelles li- 
néaires dans l’espace X. Désignons par N (T°) l'ensemble de tous les 
z E X tels que f (x) = 0 pour tout f € |. Si E € X nous appelons 
N* (£) l'ensemble de toutes les fonctionnelles f € X* s’annulant sur 
chaque élément de Æ. Les ensembles N (T) et N* (E) sont dits ensem- 
bles d'annulation de let E respectivement. 

Si nous considérons le couple en dualité (X, X*), il est évident 
que N (T) est l’annulateur l'! de l’ensemble l',et N* (Æ) l’annulateur 
E' de l'ensemble E, introduits dans la situation générale au 111.3.2 
(voir tome 1). En tenant compte des propriétés des annulateurs et 
des polaires, développées au II1.3.2, et du fait que la fermeture en 
norme et la fermeture faible sont confondues dans X, on obtient 

1) N (T) est un sous-espace vectoriel fermé de X; 

2) N (N* (Æ)) est l'enveloppe linéaire fermée de £E; 

3) si X, est un sous-espace fermé de X, alors 


Xo = N (N* (Xo)). 


et l'équation 


De façon analogue 

4) N* (E) est un sous-espace vectoriel (+)-faiblement fermé de X* ; 
2) N* (N (T)) est l'enveloppe linéaire (+)-faiblement fermée de l'; 
3) si Z est un sous-espace (+#)-faiblement fermé de X*, alors 


Z = N* (N (2). 


Les sous-espaces de X*, fermés pour la norme, n'étant pas (+)- 
faiblement fermés si X n’est pas réflexif, les sous-espaces fermés ne 
sont pas tous de la forme N* (Æ) (E & X). 

Soit nr: X — X** une injection canonique. Si Æ est un ensemble 
de X, on désigne x (E) par Æ$*, c’est-à-dire E5* est l’ensemble de 
toutes les fonctionnelles de X* de la forme F, (x € X), où comme 
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toujours 


F;(f)=f(z) (fEX*). 
De façon analogue, on se servira de la notation G, (y € Y) pour 
l'espace Y. 
On a manifestement 
N* (E) = N (E5*). 
Pour l’ensemble T € X*, on peut considérer deux ensembles 
d'annulation: N(l)<Xet N*(T)< X**. Il est immédiat de voir que 
[N(D)6° = N*(T) N X6°, 


où X9” est l’ensemble x (X) dans les notations adoptées. 
Introduisons enfin l’ensemble N (U), ou ensemble d'annulation de 
l'opérateur U, c'est-à-dire l’ensemble de tous les z € X, dont l’image 
par Ü est zéro. Autrement dit, N (U) — UT (0). 
2.2. Le théorème suivant précise les éléments qui constituent 


l'image U (X) de l'espace X. 
TusoR£ME 1. Soient Y' — U (X), Y, l'adhérence de Y'. Alors 
Y1 = N'(N(U*)), 


c'est-à-dire Y, est l’ensemble des zéros communs des fonctionnelles 
g € Y* sur lesquelles s'annule l'opérateur U*. 


DEMONSTRATION. Prouvons tout d'abord la relation 


N*(Y”) = N(U*). (3) 
Soit gE N*(Y'). Comme UÙ (x) E Y’ pour tout zxE X, on a 
U* (g)()=g(U()=0 GEX), (4) 


c'est-à-dire U* (g) = 0 et g € N (U*). Cette même égalité (4) montre 
que si U* (g) = 0. alors g € N* (Y’). Donc, la relation (3) est établie. 
En passant aux ensembles d'annulation dans les deux membres de 
cette relation, on obtient 


N'(N*(Y”)) = N (N (U*)). 
Y' étant un espace vectoriel, son adhérence, comme indiqué dans 2.1, 


est confondue avec N (N* (Y’)). C.q.f.d. 
On a le théorème dual. 


TH£oReME 1*. Si X* est l'adhérence (+)-faible de l’ensemble U*(Y*), 
alors 
X*—N*(N(U)). 

DEMONSTRATION. Dans la relation (3), remplacons l'opérateur U 
par U*: 
N#(U* (Y#)) — N (U*+) 


2—01292 
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et considérons l'intersection des deux membres avec l’ensemble X$*. 
Comme 


UY* (F,) (8) = FF, (U* (g)) = 8 (U (x)) = Gurx) (8) 
(gEY*, zeEX), 
c'est-à-dire 
U**(F,)=Gue (æEX), 
l'intersection N (U**) N X5* est composée de toutes les fonctionnel- 
les F, € X$* telles que zx E N (U). En d’autres termes 
N(U**) N XS—[N (CU (Y*))]6"- 
Par ailleurs 
N* (U* (Y*)) N XE° IN (U* (Y*))je*. 
En combinant les relations obtenues on trouve 
N (U* (Y*)) = N (U), 


N* (N (U* (Y*))) = N% (N (U)). 


Or X* — N* (N (U* (Y*))), ce qui prouve le théorème. 

2.3. Les deux théorèmes suivants établissent un lien entre lefait 
que l’une des équations (1) ou (2) admet une solution pour tout 
second membre, et le fait que l’autre admet une solution unique. 


et par suite 


TH£OREME 2. Pour que l'équation (2) admette une solution pour tout 
jf E X*, il est nécessaire et suffisant que l'opérateur U admette un inverse 
à gauche continu U”1. 


DEMONSTRATION. La condition est nécessaire. Supposons que l’équa- 
tion (2) admet une solution pour tout f E X*. En d’autres termes, 
soit U* (Y*) = X*. Considérons un élément quelconque x 0 
dans l’espace X. D'après le théorème V.7.2 (tome 1) il existe une 
fonctionnelle f € X* telle que 

Ifl=1, f@=lzll. 
Le théorème 1.2 nous dit que U* est un homomorphisme. donc il 
existe g € Y* telle que 
U* @)=f, gl<mfI, 
où m ne dépend pas de f et par suite de x. D’après ce qui précède 
zx = 7 = 8 (UG)<Ie NU G@)N< A» NU (@) |. 
Donc 


NU (HI><NzI &EX), 


d'où résulte l’existence de l'opérateur inverse à gauche continu U”1. 
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La condition est suffisante. Soit f, € X*. Supposons qu'existe 
l’opérateur continu Uz! — U-! et posons 
8° (Y) = fo (UT (y)) GE U (X)). 
La fonctionnelle g’ définie sur l’ensemble Y’ — U (X) est linéaire 


et continue. En la prolongeant à YŸ tout entier, on obtient la fonc- 
tionnelle g, € Y*. Comme U(:)E Y’ pour tout x € X, on obtient 


U* (&0) (x) = go (U (2)) = 8’ (U (x) = fo (U TU (à)) = fo (x). 
Donc U*g = f,, c’est-à-dire l’équation (2) admet une solution pour 
tout second membre. 

THeoreME 2*. Pour que l'équation (1) admetite une solution pour 
tout y € Y, il est nécessaire et suffisant que l'opérateur U* possède un 
inverse à gauche continu U*?. 


DE&MonsTRATION.Condition nécessaire. On l’établit comme celle du 
théorème 2. Soit y € Y un élément quelconque de norme || y | & 1. 
D'après le théorème 1.2, il existe dans X un élément x tel que 

UG)=y IrzI<myII<m. 
Si g€E Y*et f E U* (g), alors 
leWl=leUG)I= If @I<N IIzl<mNTI: 


En passant à la borne supérieure sur y au premier membre 
(Il y || L 1) et en tenant compte du fait que m ne dépend pas de y 
on obtient : 


Lgll= sup |[£(y)I<mlfl=mlUX* (eg) ||, 
LPLESS | 


et nous arrivons à la condition assurant l'existence de l'opérateur 
inverse à gauche continu U*"?, 

Condition suffisante. Montrons que l'opérateur U vérifie l’hypo- 
thèse du lemme 1 du paragraphe précédent et, par suite, en vertu du 
lemme, U (X) = Y. 

Soit B la boule unité de l’espace X (centrée en 0). L'ensemble 
U (B) est absolument convexe, donc son adhérence dans l’espace Y 
est U (B)”° (cf. I11.3.2, tome 1). Le polaire U (B)° est l’ensemble 
de toutes les fonctionnelles g € Y* telles que | g (y) | < 1 pour tous 
les y E U (B). Ou encore 


|g(U (x) | <'1 pour tous les x € B. 
En posant f = U*g, on peut mettre la dernière relation sous la forme 
|f@I<1 GEB). 


Donc, lorsque g parcourt l’ensemble U (B)°, la fonctionnelle f — 
— U* (g) reste dans la boule unité B° de l’espace X*, c’est-à-dire 


U* (U (B)) B° NU* (Y*). 
2e 
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Mettons cette relation sous la forme suivante: 
U (BY a U* (B° NU* (Y*)). 


L'opérateur U** étant continu, l'ensemble S = U**(BN 
N U* (Y*)) est borné dans l’espace Y*. Donc, le polaire S° est un 
voisinage de 0 dans l’espace Y. Or 


U(B)=({U(B))" =", 
c.q.f.d. 
Les théorèmes 2 et 2* entraînent le 


CoROLLAIRE. Pour que l'opérateur inverse continu U-! existe, il 


est nécessaire et suffisant qu'existe l'opérateur inverse continu U —. 
Et de plus 


U+”1— (U-1)*. 
Prouvons la dernière relation. Soient f € X* et g = (U-1* (f). 


On a 
g (y) = (UT (Y)) = f(x) y = U (x) E Y). 


Si, d’autre part, l’on désigne g’ = U* À (f), c'est-à-dire f = U* (g'), 
alors 
f@=£8 (UG)=£8 Y G& = UT (y) EX). 

Pour tout yEY on aura donc g(y) = g’ (y), autrement dit 
(U-1)* (f) = U** (f), c.q.f.d. 

2.4. Les théorèmes suivants qui établissent les conditions de 
solubilité des équations (1) et (2) généralisent les théorèmes 2 et 2*, 

THLOREME 3. Si l'ensemble U* (Y*) est fermé, alors 

U (X) = NN (U*)), 


c'est-à-dire l'équation (1) admet une solution si et seulement si UY (g) — 
— 0 entraine g(y) = 0 


DEMONSTRATION.Considérons le sous-espace Y, — U (X) de l’espace 
Y et un opérateur VU, de X dans Y,: 


U\ (x) = U (x) (zx € X) *). 
Prouvons que 
US (Y1) = U* (Y*). (5) 
A cet effet désignons par « l'opérateur d'immersion de Ÿ, dans YŸ. 


L'opérateur inverse à gauche continu w-! existant de toute évidence, 
le théorème 2 nous dit que œ@* (Y*) = Yf. Or U = œÙU1, donc 


*) Les opérateurs U et U,; sont distincts, car les espaces qui contiennent 
les images U (X) et U, (X) le sont, de sorts que les opérateurs adjoints U* et 
U* opèrent dans des espaces différents. 
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U* = Uîo* (cf. IX.3.1, tome 1) et par suite 
U* (Y*)= UT (o* (+) = US (TS). 

Comme U; (X) = Y1, le théorème 1 nous apprend que Y:1 = 
= N (N (U), ce qui n’est possible que si N (U?) = {0}, donc l'’opé- 
rateur ÜUi réalise une bijection du B-espace Yi sur l’espace U5 (Y*), 
qui, en vertu de (5), est également B-espace. Le corollaire du théorè- 


me 1.2 nous dit qu’existe l'opérateur inverse à gauche continu Ur”, 
donc d'après le théorème 2 
U (X) = U; (X) = Y1. 
En appliquant le théorème 1 on obtient ce qu’on voulait. 
THeoreME 3*. Si l'ensemble U (X) est fermé, alors 
U* (Y*) = N* (N (U)), (6) 


c'est-à-dire l'équation (2) admet une solution si et seulement si la fonc- 
tionnelle f est nulle sur l’ensemble d'annulation de l'opérateur U. 


DEMONSTRATION. Etudions d'abord le cas où U(X)=: Y. Posons 
X,—N(U)=U"1(0) et considérons l'espace quotient X—X/X,. 
Construisons, comme indiqué dans 1.3, un opérateur U de X sur 
Y. Ceci étant, U—Uœp où y est un homomorphisme naturel de 


X sur X. L'espace X étant complet et l’ opérateur Ü biunivoque, 
d’après le corollaire du théorème 1.2 l'opérateur inverse continu 
U”1 existe et, par suite, en vertu du théorème 2, U*(Y*) = X*. 
Or, U* = q*Ü*, donc 


U* (Y*) = p* (U* (Y*)) = p* (XX). 
Il reste donc à prouver que œp*(X*) = N*(X,). Prenons une 


fonctionnelle arbitraire f € p* (X*). Supposons que f € X* est tel- 
le que ff —œ*(f). Comme 


f(æ)=f(p(x)) (EX) 


et que p (x) = 0 pour x € X,, il vient f € N* (X,). 
Admettons maintenant que f est une fonctionnelle quelconque 
de N* (X,). En reprenant textuellement les raisonnements faits dans 


1.3 pour construire l'opérateur U, on s'assure que la fonctionnelle 


f(x)=f(x) (zEz=(x)) 
est définie de façon correcte et est linéaire et continue dans X. Mais 


alors f — p* (f) € p* (X*). 
Dans le cas général, si, éventuellement U (X) — Y,  Y, nous 
introduisons comme dans la démonstration du théorème 3 un opéra- 
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teur U, de X sur Y,. L'opérateur U, entre dans le cas particulier 
étudié, donc compte tenu de la relation (5). on peut écrire 


U* (Y*) = US (Y*) = NY (N (U:)) = N* (N (U)). 


Ce qui achève la démonstration du théorème. 


CoRoOLLAIRE. Si l'ensemble U* (Y*) est fermé, il est (*)-faiblement 
fermé. 


En effet, le théorème 3 nous dit que l’ensemble U (X) sera fermé, 
donc on peut se servir du théorème 3* qui affirme que l’ensemble 
U* (Y*) est (+)-faiblement fermé. 

Signalons le cas particulier du corollaire où U* admet un inverse 
à gauche continu. L'ensemble U* (Y*) cest fermé dans ce cas aussi, 
en vertu du corollaire du théorème 1.1. 

2.5. Voici quelques corollaires des théorèmes prouvés. 


THÉOREME 4. Pour que l'équation (1) admette une solution unique 
pour tout y € Ÿ, il est nécessaire et suffisant que l'équation (2) possède 
une solution unique pour tout f € X*. 


TH£OREME 5. Supposons que les équations (1) et (2) admettent des 
solutions quels que soient y € Y et f E X*. Il existe alors des opérateurs 
inverses continus U-! et U*””. Donc, les solutions des équations (1) et 
(2) sont uniques. 


THPORÈME 6. Supposons que les équations (1) et (2) n'admettent que 
les snlutions triviales pour y = 0 et f = 0. Si l'un des ensembles U(X) 
ou UY (Y*) est fermé, les équations (1) et (2) admettent des solutions pour 
tous y € Ÿ et f E XY, et ces solutions sont uniques. 


REMARQUE. Dire que l’ensemble U (X) ou U*(Y*) est fermé 
revient à dire (dans les hypothèses du théorème) qu'existe l’opéra- 
teur inverse à gauche continu U-! ou U*”. 

2.6. Si X — H est un espace hilbertien et Y — X, le théorème 6 
nous conduit à un résultat obtenu au chapitre IX (voir tome 1), par 
d’autres raisonnements et même sous une forme plus générale (cf. 
thsorème IX.5.3): pour qu'un opérateur auto-adjoint U possède un 
inverse continu, il est nécessaire et suffisant qu'existe l'opérateur 
inverse à gauche continu Ur, c'est-à-dire pour tout x € H l'on ait 


IUI>Zmlizl (mn > 0). 


Le théorème 5 entraîne le 


THÉOREME 7. Si un opérateur auto-adjoint U applique l'espace H 
sur lui-même, il possède un opérateur inverse continu U”. 
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2.7. Appliquons les théorèmes établis dans .ce paragraphe à la 
résolution du système d’équations algébriques linéaires 


QE + Gyoo + ce, + Gimêm = Ms 


Qp1Es + GnoËo + ce + Gomêm = Ma: 
a Ve av de Sn de ON ave Sr de (7) 


An1Ës + AnoGo + .…. + Anmêèm = Mn: 
On peut remplacer ce système par l’équation 
U (x) = y, 


où Ü est un opérateur d’un espace normé X,, de dimension.m dans un 
espace normé YŸ, *) de dimension nr, défini par la matrice 


Œ11 &yo CCR im 


Un: Zno eee nm 
L'opérateur adjoint U* de Y? dans X?, est défini par la matrice 


jy os ++ An 


de sorte que 


Î — U* (g) (f En (Ps, Pos ce.) Ym) Ê Ans s = (Ÿ15 PE TER Vn) € Yn) 
signifie que 
Pr = à djn\'; (k=Ts 2,283 m0): 
= 
L'ensemble Ü (X,,) étant un ensemble linéaire de dimension finie, 
donc fermé (1V.4.6, tome 1), le théorème 1 donne 
U (X») = N (N (U*)). 
Or, N (U*) est composé des fonctionnelles g = (1, +, . .., W,) € 
€ YA telles que U* (g) = 0, c'est-à-dire 


à an; = 0 (k — 1, 2, ...) M). (8) 
j= 


*) La manière dont la métrique a été introduite dans X,, et Y,, importe 
peu. Pour fixer les idées on peut admettre que X,, = 1%, Y, = 1% et que les 
espaces sont réels. 
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Donc y = (n1, Ne, + + +, Nn) € U (X,) si et seulement si (8) entraîne 


g(y)= > pn= 0. 
jæi 


En d’autres termes, pour que le système (7) admette une solution, 
il est nécessaire et suffisant que ses seconds membres forment un 
vecteur orthogonal à toute solution du système homogène adjoint. 

Supposons maintenant que m — n. Si le système (7) admet une 
solution quels que soient les seconds membres, l’opérateur U* admet 
un inverse à gauche (théorème 2*). On voit aussitôt que dans ce cas 
U* (Y7) = X7, sinon U* appliquerait un espace de dimension nr 
dans un espace de moindre dimension, ce qui contredirait l’existence 
de l'inverse à gauche U*°"+*). En appliquant le théorème 4 on 
trouve que la solution du système (7) est unique. 

En utilisant le théorème 5 on établit la réciproque par des raison- 
nements analogues: si le système (7) admet une solution au plus, 
il en admettra une quels que soient les seconds membres. 

Pour les systèmes à matrices symétriques ces deux résultats 
sont une conséquence immédiate du théorème 7. 


*) En effet, supposons que l’ensemble U* (Y£) est de dimension x, < n, 
c'est-à-dire il existe te éléments fy, fes + - … În, € U* (Y#) tels que pour tout 
f E U* (Y3) 
To 
Î= > ChÎhe 


k=i 


To 

Pour tout gE€E Y* on a alors g— > CRERs OÙ Er =U*" (fx), c'est-à-dire Y* 
R=1 

serait de dimension n. 


HAPITRE XITI 


ÉQUATIONS FONCTIONNELLES DE SECONDE ESPÈCE 


Dans ce chapitre nous étudions l'équation 
z — AU (x) = y, (+) 


où Ü est un opérateur linéaire continu d'un B-espace X dans lui- 
même. Nous appelons cette équation, équation de seconde espèce, 
et l'opérateur U, noyau de l'équation. La définition a été empruntée 
à la théorie des équations intégrales, où on appelle équation de 
seconde espèce l'équation 


x (s) — À K(s,t)æ(t)dt=—y(s) (sEla,b]), 


a 


et équation de première espèce, l'équation 
b 
K(s,Dz(Ddt=y(s), (sEla, bd). 


Bien que, formellement, l’équation fonctionnelle (+) puisse être 
ramenée à une équation de « première espèce » 


T2) =y (TT =1—AU), 
il apparaît plus rationnel de mettre en évidence l’opérateur identi- 
que, car l'opérateur Ü est susceptible de posséder de meilleures pro- 
priétés que l'opérateur 7, d’où la possibilité d'étudier l’équation (+} 
de manière plus approfondie. 
$ 1. Equations à noyau compact 


Dans ce paragraphe nous étudions l’équation 
z—U(:)=7y (x yE À) (1) 


g — U* (g) = (f, g E X*), (2} 


et son adjointe 
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en admettant que Ü (don: L'* d'après Ir théorème IX.3.3, tome 1) 
est compact dans un /?-espace X. Posons T = ] — U, où J repré- 
sente l'opérateur identique. L'équation (1) prend la forme simple 

T (x) = y, (1’) 
et l'équation (2) 

TF (g) = f, (2) 
puisque T* = J* — U* (1X.3.1, tome 1) et Z* est l'opérateur 
identique dans X*. 

1.1. Nous commençons par démontrer trois lemmes. 


LEMME 1. L'ensemble T (X) est fermé. 


DEMONSTRATION. Posons X, = N (7°}- T-! (0) et considérons l’es- 


pace quotient X — X/X, et l'opérateur 7 de X dans X (cf. XII.1.3). 
‘Par œ on désigne comme dans XI1.1.3 l’homomorphisme naturel de 


X sur X. Soit {y,} & T (X) une suite convergeant vers l'élément 
Yo E X. Comme 7 (X) = T (X) il existe des éléments x, € X tels 
que Yn = Tr) (n = 1, 2, ...). Trouvons x, € X à partir de la 
relation (1) de IV.1.8, tome 1, c’est-à-dire tel que 


=) Inl>slzl @=t, 2...) (3) 

Prouvons que la suite {x,} est bornée. Supposons le contraire. 

Quitte à passer à une sous-suite, on peut faire en sorte que 

€n =||zh ll — oc. D'après (3), la suite {=} cest bornée, donc -en 

passant encore une fois à une sous-suile on peut admettre que 

{u (£)} converge. Supposons par exemple que U (=) + 2 
Comme T'(zn)=T (Zn) =Yn on peut écrire 


Bu (E)+r(£)-0(e) ct 


Cn Ca Cn 


-donc 


T(=limT (Æ)= lim (#2) —0, 


<'est-à-dire 3€ X,. Mais alors 


2 =p() + o()=0, 


Tn 


=. Vn=1;2;.:: 


Donc, la suite {x,} est bornée et a fortiori la suite {x,} en vertu 
de (3). On peut donc admettre que {U (x,)} est une suite convergente. 


<e qui est impossible, puisque 
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Si, par exemple, U (x,) — r, alors 
Tn = Te) + U (xs) = y + U (2) + Yo + T = Zo- 
D'où il résulte que 
Vo= linuy,=limT(x,) = T(xs) ET (X), 


n— 00 
c.q.f.d. 
LEMME 2. La suite d'ensembles 
N(T), N(T°),..., NT"), ..…. 
est croissante et ne contient qu'un nombre fini d'ensembles distincts. 


DEMONSTRATION. La pr:mière partie du lemme est presque évidente, 
car siz € N(T"), alors T" (x) — 0 et a fortiori T"+1 (x) — 0. c'est-à- 
dire zEN(7"#1), NTM SN (TH), 

Pour prouver la deuxièm: partie du lemme, désignons X, = N(7") 
et voyons si pour un n =: 1, 2, ... X, = X,,, entraîne X,4, = 
= X,.,. Soit x € X,+2. Cela signifie que T7** (x) = TH (T (x)) = 
— 0, donc T' (x) E Xh41 = X,. Par suite, T"+tt (x) = TR (T (x)) = 
= 0, c'est-à-dire x € X, 41. Donc, X,42 GC X,41. L inclusion inverse 
ayant toujours lieu, on a en définitive X, = Xh4y = Xnta =... 

Supposons maintenant que pour chaque n = 1,2,... 


Ne. 


Chaque X, étant un sous-espace de X,,,, le lemme de la quasi-per- 
pendiculaire (1V.1.7, tome 1) nous dit ‘jue l'on peut exhiber un élé- 
ment normé Zh+1 de X,+1 tel que 


Pneu Xn)>+ m0, 1,2, (4) 
Soit m > n. Considérons l'élément 
U (tm) — U (tn) = 2m — T (tm) — Vtn — T (Go) = 2m — 2, 
où z=T(zm)+zn—T(z,). Prouvons que rEXh+. En effet, 
TM (x) = Tan) + TT (x) TM (x) = 0, 


puisque z, EX,CE Xi et tm EX m. 
Compte tenu de (4) il vient 


(LU (tm) —Ù (en) = rm > m>nimns1,2,...). 
(5) 


Mais {x,} est une suite hornée, donc en vertu de la compacité 
de l'opérateur U, de la suite {U (x,)} on peut cextraire‘une suite par- 
tielle convergente, ce qui contredit (5). 
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LEMME 3. Parmi les ensembles 
T (X), T° (X), ..., T" (X), ... (6} 
il n'en existe qu'un nombre fini de distincts. 


D£MOoNSTRATION. Elle rappelle dans les grands traits celle du lemme 
précédent, aussi la ferons-nous sans entrer dans les détails. 

On remarquera que les ensembles (6) sont fermés d’après le lemme 
1 ct de plus forment une suite décroissante. Il est clair que l’égalité 
T'" (X) = T+1(X) entraîne pour un n 


TA (X) = TH (X) = TH (X) = ..., 


et le lemme est prouvé dans ce cas. 

Supposons que 7° (X)  T'*1(X) (n = 0, 1, ...) et utilisons 
le lemme de la quasi-perpendiculaire (1V.1.7, tome {) pour construire 
une suite {x,} telle que 


Nenll=ts 2 ET) plan TH (X)> TE (= 2 ee.) (7) 
Soit m > n. Comme dans le lemme 2, on a 


U (x) — UÙ (tm) = Zn — T (tn) — Lim — TG] = 2h — 2e 
Or 
T (zn) ET (X), 2m € TT (X) € TH (X), 
T (tm) € TT (X) € Tr (X), 
donc 
DT (Zn) + Tm — T (tm) € ‘jé (X). 


Il s'ensuit de (7) 


HU (an) (em ll=lrn—2l> + m>n; min=1,2,...), 


ce qui contredit la compacité de l’opérateur U. 

1.2. Désignons par r le plus petit des entiers positifs nr tels que 
T' (X) = T'#1 (X). En particulier, si T (X) = X = T° (X), on pose 
r = 0. 
Soit par ailleurs X’ = 7” (X), X” = N (7”). 
Le théorème suivant caractérise l'opérateur T', donc l'équation (1). 


TæéortME 1. a) L'opérateur T réalise une bijection du sous-espace X’ 
sur lui-même. 

b) Le sous-espace X” est de dimension finie. L'opérateur T applique 
X° dans lui-même. 

c) Chaque élément x € X peut être mis de façon unique sous la forme 


z=z +z" (z EX’, zx" EX"; (8) 
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ceci étant, il existe une constante M >> 0 telle que 


Hz I<MIzt Hz I< M Iz TI: (9) 
d) L'opérateur U admet la représentation 
U = U' + U”, (10) 


où U” et U” sont des opérateurs compacts, le premier de X dans X’, le 
second de X dans X”. Ceci étant, l'opérateur T' = I — U” possède un 
inverse conlinu et 


U'U" = U"U' = 0. (11) 
DEMONSTRATION. a) Comme X’ — 7” (X), on a 
T (X°) = TT (X) = T' (X) = X'. 


Si T (x) = 0, où zx E X’, en prenant n > r de telle sorte qu'en 
vertu du lemme 2 l'on ait N(T")—N(T"*1, il vient xE T'(X) et, 
par suite, il existe un zEX tel que x = T" (x). Or, 0 = T (x) — 
= T4 (x), donc z EN (T"*1) = N (T7), c'est-à-dire x = T" (x) —0. 

b) On a 


T=(—-U0) =1- Un, 


où l'opérateur ÜU, est une combinaison linéaire des puissances posi- 
tives de l’opérateur U. Donc, l’opérateur U, est compact d’après 
le théorème IX.2.2 (tome 1). Chaque ensemble borné dans X” est 
<ompact, car U, (x) = x pour z E X”. D'après le théorème IV.1.2 
(tome 1), l’espace X” est de dimension finie. 

Si r > 0, l’ensemble 7 (X”) est de toute évidence N (7-1 & 
CN (7 = X”. Sir = 0, alors X” = {0} et l'inclusion 7 (X”) € X” 
est triviale. 

c) Désignons par 7, l’opérateur T considéré seulement sur X'. 
En appliquant le lemme 1 à l'opérateur T7 — 1 — U, on déduit 
que X’ est fermé. donc c’est un B-espace. Et, par suite, d’après le 
théorème XII.1.2, l'opérateur 7, qui réalise une bijection de X’ 
sur lui-même, admet un inverse continu 751. 

Soit x un élément quelconque de X; posons 


z' = To T" (x), = 2 —-x = x — To'T" (x). (12) 
Il est clair que x’ € X’ et comme 
T' (x) = T' (x) — TT TT (x) = T° (x) — TT (x) = 0, 


alors x” € X”, ce qui prouve la représentabilité de x par (8). 
Si z = zx, + x° est une autre représentation de x sous la forme 


(8), zx, EX’, z° EX”, alors 
TT(z)=T'(z)+T'(z)) = T'(x;). 
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Mais comme zx! € X’, alors T'(x;) = Ti (x;), donc 
zx =T"T1"(z)=3x, 


ce qui prouve l'unicité de la représentation (S). 

Les majorations (9) résultent en vertu de (12), de la continuité de 
l'opérateur 751. 

d) Comme U=1—T,pou xEX’ona 


U(z) =z—T(r)EX, 


c'est-à-dire l’opérateur ÜU applique X’ dans lui-même. On s'assure 
de façon analogue que U (X") & X”. 
Pour un x quelconque de X posons 


U' (x) = U(z'), U"(z) = U (x”), (13) 


où z' E X’ et x” E X” sont ceux de la représentation de zx sous la 
forme (8). En utilisant les majorations (9), on s'assure sans peine 
que U’ et U” sont des opérateurs linéaires continus. De plus, il est 
clair que U= U'" + U" et U'(X) EX’, U"(X) EX". D'autre 
part, il est manifeste que 


U' (X”) = U"(X') = {0}. (44 


Ces relations impliquent U'U" = U"U' = 0, c'est-à-dire (11). 

L'opérateur U” applique l’espace X dans l’espace de dimension 
finie X” dans lequel tout ensemble borné est compact. Donc, U” est 
un opérateur compact. Or, U' — U — U”, et le théorème IX.2.2 
(tome 1) nous dit que l'opérateur ÜU’ est compact. 

Prouvons enfin que l'opérateur 7” = 71 — U* admet un inverse 
continu. Pour cela il suffit de montrer, premièrement, que T° (x) = O6 
entraîne r — 0 et. deuxièmement, que 7’ (X) — X. Supposons que 
T' (x) = 0. En mettant x sous la forme (8). on obtient 


0= T'(x)=x—-U'()=2 —U(x)+z  =T(z) + 7x. 
Comme T' (x) E X’, l'unicité de la représentation de l'élément 0 
sous la forme (8) donne 
T (x) =" =0 
et en vertu du point a) x’ = 0. Donc x = x’ + x” = (. 
Soit maintenant un élément y quelconque de X. Mettons-le sous 
la forme (8), soit y — y’ + y” (y E X’, y” E X”) et posons 
z = To (y) + y”. 
Comme T5! (y') E X', il vient 
U" (x) = U (Ti? (y’)} 
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et 
T' (x) = 2x — U'(o) = To (y) — U (To (y) + y° = 

= TT Yy)+y =y + y" = y. 
Donc, T° (X) = X. Ce qui achève la démonstration du théorème. 


REMARQUE. Supposons que m est le plus petit des entiers positifs 
n tels que N (77) = N (7T"*t). Alors m = r. 

En effet, en prenant x € N (7”*?) et en le mettant sous la forme 
(8), on obtient 


0 = 774 (2) = TA (2°) + DTA (2°) = TH (a'), 


ce qui, en vertu de a), n’est possible que pour zx’ = 0. D'oùr =z"€ 
EN(T’) et par suite m<r. 
Siy = T" (x) (x E X), en remplaçant x par sa forme (8) on a 


y = Te Go) = TM (a) + Te") = TM (x) = TU (To (x') 


et y E T1 (X), donc on doit avoir r < m. 
Le cas particulier du fait indiqué dans la remarque est exprimé 
dans le théorème suivant. 


TH£OR£ME 2. Pour que l'équation (1) admette une solution quel que 
soit yE X il est nécessaire et suffisant que l'équation homogène 


T (x) = 0 (15) 
admette une solution unique (de toute évidence x = 0). 


En effet, si l'équation (1) admet une solution pour tout y € X, 
c'est que T (X) — X, c’est-à-dire r — 0. L'unicité de la solution de 
l'équation (15) équivaut à m — 0. 


REMARQUE. En se servant des résultats du $ 2 du chapitre précé- 
dent on peut prouver ce théorème, indépendamment du théorème 1, 
en faisant intervenir le seul fait que l’ensemble T (X) est fermé. 
Nous laissons au lecteur le soin de faire cette démonstration. 

1.3. Le théorème suivant établit un lien entre les équations (1) 
et (2). 

THéoREME 3. Les ensembles N (T) et N (T*) sont de même dimension 
Jinie. 

DEMONSTRATION. N (T') est de dimension finie, car N(T) EN(77) = 


— X" et X” est de dimension finie en vertu de b) du théorème 1. 
L'opérateur U* étant compact, ce qu’on a dit vaut pour l’ensemble 


N (T*). 
Supposons que l’ensemble N (7) est de dimension nr» et l’ensemble 
N (T*) de dimension m. Soient zx,, z:, ..., x, un système d'éléments 


linéairement indépendants de N (7), g1, ge, . . ., £m un système d'élé- 
ments linéairement indépendants de N (T*). 
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Les éléments zx;, ze, . . ., zh étant linéairement indépendants, ils 
sont justiciables du théorème de biorthogonalisation (théorème 
V.7.4, tome 1) qui affirme l'existence d’un système biorthogonal de 
fonctionnelles f,, fe, . . ., fn: 


{ 4; j=k\ 
HET 0, j2x 
De façon analogue, en utilisant le lemme II1.3.1, tome 1, on trouve 
des éléments y, Yo, - - .; Ym. tels que 

eh > 17 
j<k (j, — À; sers M) ( ) 


Supposons tout d’abord que nr << m. Soit dans l’espace X l’opéra- 
teur V = U + W, où 


(7, k=1,2::::;n). (16) 
1, 
8, ()= | O, 


W(z)= 2 fn(æ)un (&EX). 


L'opérateur linéaire W est compact, car il applique X dans un espace 
de dimension finie. Donc, V est compact. Considérons l'équation 


T(e)=z—V (a =T (0 — 2 fa (0) vx =0. (18) 


Soit zx, une solution: 


T (&) =T (to) — À fn (0) y = 0. (19) 


Cette égalité entraîne 


£s (T Go) — 2 Îa (Zo) Le (yx) = 0 (s=— 1,2, 7), (20) 
c'est-à-dire, eu égard à (17), 
£a (T (Zo)) — fs (Zo) = 0. 
d’où, puisque T* (g,) = 0, 
fa (Zo) = 0 (5=1, 2,..., n). (21) 
Ceci et (19) donnent T (xs) = 0. c'est-à-dire zx, EN (7), donc x, 
peut être représenté sous la forme 


ñn 
To — 2 AnThe 
{_…_ 


Comme «œ;—f,(xo) d’après (16), il résulte de (21) que &, = 0, 
donc zo = 0. Par suite, l’équation (18) admet une solution unique. 
D'après le théorème 2, l'équation non homogène associée admet une 
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solution quel que soit le second membre. En particulier, l'équation 


P(e)=T (2) — 2 fa (e) ya = Vnui 


admet une solution. Appelons-la z*. D'une part 


Ent (T (a+) — 2 fa (2) vx) = T* (gn+1) (2%) — 


nñn 
— 2 fn (2%) Enæi (Ur) = 
de l’autre 


En +1 (Un +1) = 1. 
Donc, on doit avoir m < n. 
Par des raisonnements analogues, on exclut le cas m << n. Plus 
exactement, au lieu de l’équation (13) il faut considérer l'équation 


1e (@— 2 8 (ua) În = 
dans l'espace X*. 
1.4. En groupant les théorèmes établis ci-dessus on obtient le 


THÉOREME 4. Ou bien les équations (1) et (2) admettent des solutions 
pour tout second membre et ces solutions sont uniques. Ou bien les 
équations homogènes 


T (x) =0 et T*(g) =0 


possèdent le même nombre fini de solutions linéairement indépendantes 
Lis Los + + er Tn EÙ Lis Lo». + + En respectivement. Ceci étant, pour que 
l'équation (4) (resp. l'équation @)) admette une solution, il est nécessaire 


et suffisant que | 
£h (y) = 0 & = 1, 2,...,n) 
(respectivement 


f(zr) =-0 (k=1;,2,...,n)). 
Ceci étant, la solution générale de l'équation (1) est 
st + D ChTh 
celle de l'équation (2) : 
g = 8*+ à OYLT 


où z* (resp..g*) est une solution Sr de l'équation () (resp. (2)) 
El Cyr Cor « « 1 Cn des constantes arbitraires. 


3—-91292 
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On démontre la deuxième partie du théorème en appliquant aux 
équations ({) et (2) les théorèmes XI1.2.3 et XII.2.3* dont les hypo- 
thèses sont remplies en vertu du lemme 1 (mais on peut aussi bien 
la prouver directement). 

Ce théorème est appelé alternative de Fredholm pour son analogie 
avec le théorème classique de la théorie des équations intégrales. 


$ 2. Sur les espaces normés complexes 

Pour des considérations qui apparaîtront ultérieurement (cf. $ 3) 

il semble naturel d'étudier l'équation 
z— AU (x) = y 

dans un espace complexe en attribuant notamment des valeurs com- 
plexes à À. A ce propos, nous introduisons plus bas quelques notions 
complémentaires sur les espaces complexes qui nous permettront 
d'inclure le cas réel dans le complexe. 

2.1. Soit Z un espace normé complexe. Nous dirons que Z possède 


un noyau réel si sur Z est défini un opérateur C de Z dans lui-même, 
appelé involution, et possédant les propriétés suivantes : 


1. C'(z + Ào2e) — MC (a) + AC (22) (21 2e € Z). 
2. (2) =3 (2€ 2). 
3. ICGI= ZI. 


L'ensemble de tous les éléments pour lesquels C (z) = z s'appelle 
noyau réel de l’espace Z et se note Re Z; les éléments de cet ensemble 
sont dits réels. 


Soit z € Z; l'élément z=— [z + C (2)] est appelé partie réelle 
de z et noté Re z. L'élément y= [z — C (z)] partie imaginaire 
de z et noté y — Im z. Comme 


CH=rIC(E)+CGN=z, Ce IC @-C(GI=v, 


alors x — Re z et y — Im z sont réels. De toute évidence 
Z2 = x + yi (1) 
et 
C (z) = zx — yi. 
La dernière relation 1 exprime que C'(z) est conjugué complexe de z, 


c'est-à-dire C (2) =z. 
Si un élément z-est représenté soûs la forme (1) avec x et y réels, 
on a automatiquement r = Re zety ='\in z. En effet, z — x — yi— 
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— xz— yi, donc x = Lp+ z) = Rez, y = (4-2 — Î]m z. 
Donc, la représentation (1) est unique ; les éléments x et y sont définis 
de façon unique par z. 

Le noyau réel X de l’espace Z est un espace normé réel complet si 
l’espace initial Z est complet. 

En effet, toute combinaison linéaire d'éléments de X à coefficients 
réels est un élément de X. La réalisation des axiomes d'un espace 
normé pour X résulte de ce que ces axiomes sont satisfaits pour 
l’espace Z. Assurons-nous que X est complet (sous l’hypothèse de la 
complétude de Z). Soit {x,} une suite de Cauchy d'éléments de X. 
En la considérant dans Z complet, on trouve qu'il existe lim zx, — 

n 00 
— 73€ Z. Comme x, — z — x, — z d’après la condition 1, il suit 
que [z, —2z|l = |[xz, —2|| = ||z, — 2/{|, d’où x, — 7. La limite 
étant unique, on a z = 2, c'est-à-dire z € X. 

Tous les espaces réels envisagés plus haut sont les noyaux réels 
d'espaces complexes. Ainsi, C (Æ) réel est le noyau réel de l’espace 
complexe Ccç (X), l’involution étant l'application x (t) — x (t). On 
peut en dire autant des espaces L?, V, c,, etc. 

D'une façon générale, tout espace réel X peut être considéré 
comme noyau réel d’un espace complexe, plus exactement de l’espace 
Z dont les éléments sont les couples ordonnées d'éléments de X : z — 
— (x, y) (x, y E X), cet espace étant muni des lois de composition 
suivantes: (21, Y1) + (Le, Ye) = (Mi + Les Yi + Ye), À (x, y) = 
= (az — By, Pr + ay) (À = à + Pi, x, B sont réels) et de plus 


Il (x, y) Il = max [| x cos 8 + ysin 0 || *). (2) 


Pour s’assurer que X est un noyau réel de Z il suffit de poser 


C((x, y)) =:(&, —y). 


Ceci étant, les éléments de la forme (x, 0) et, eux seuls, seront réels 
dans l’espace Z. Comme 


@ (ras 0) + B (xs, 0) = (am + Pre, 0), 
Il (x, 0) | = ne [x cos 0 | = || x ||, 
en identifiant (x, 0) et x, on obtient ce qu’on voulait. Une telle 


identification permet d'utiliser x + yi au lieu de (x, y). L'espace Z 
est appelé complexifié de X. 


*) 11 est bien entendu que la norme peut être introduite d'une manière 
différente dans les autres espaces. Si, par exemple, X = L?, alors la norme 
usuelle dans LA complexe est équivalente mais non égale à celle définie par (2). 


3% 
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2.2. Soient Z et W des espaces complexes à noyaux réels X — 


— Re Zet Y — Re W. Un opérateur linéaire continu Ü de Z dans W 
est par définition réel s’il applique les éléments réels de Z dans ceux 
de W, c'est-à-dire si Ü (X) & Y; un opérateur réel induit donc un 
opérateur linéaire continu de l'espace réel X dans l’espace réel Y. 

Inversement, si U est un opérateur linéaire continu de X dans Y 
et si X = Re Z et Y = Re W, alors en posant 


U(2)=U(z+yi)=U(z)+iU (y) (2=2+wyi), 


on obtient un opérateur linéaire continu Ü de l'espace complexe Z 
dans l'espace complexe W. Les opérateurs Ü et U sont visiblement 


confondus sur X. L'opérateur Ü est dit prolongement complexe de U. 
Signalons l'inégalité 


MATE TEL AE (3) 


La première partie de l’inégalité est évidente. La deuxième est une 
conséquence de la suite d’inégalités 


I È (2) 111 (x) + iU (y) IT + 

AO ET AIRE EPA ATIETE 
(Nous avons utilisé l'inégalité |[Rez[|<||z||l qui se démontre 
comme suit:[|Rez||==112+21<5 115141211121.) 


Dans nombre de cas on peut démontrer que || Ü IH = | U || Sila 
norme dans les espaces Z et W est définie par la formule (2), alors 


I O ()11= max II U (x) cos +U (y) sin 8 11 


<|IU |] max || z cos 6 + ysin 611 —1IU | I zil, 

donc || Ÿ || & || U ||, ce qui avec (3) donne || Ÿ [| = || U ||. 
Si pour tout & >> 0 il existe un élément normé réel x, tel que 
I GIZ ÛI— e, alors [| Ÿ || = I| U Il, puisque dans ce cas 


IPAESTRACIER ER TA ONE ESSITAIES 
Ceci est réalisé si, par exemple, Z et W sont des espaces fonctionnels 
du nombre de ceux indiqués plus haut et U un opérateur intégral 
b 


w—Ü(z), wi(s) = [Ks, t)z(t)d! 


de noyau réel .Æ (s, t). 
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Cette condition est également réalisée si Z et W sont des espaces 
de suites et Ü un opérateur défini par une matrice réelle. 

2.3. Si un opérateur réel Ü est compact, il est évident que l'opé- 
rateur ÜU de X = Re Z dans Y — Re W qu'il induit est également 
compact. La réciproque est vraie, c'est-à-dire si U est un opérateur 
compact de X dans Ÿ, son prolongement complexe, l'opérateur Ù, 
est compact. 

Pour prouver ce fait il suffit de se rappeler que la convergence 
de la suite {z,} résulte de celle des suites {Re z,} et {Im z,} et inver- 
sement. 

2.4. Si Z est un espace à noyau réel, l’espace dual Z* sera aussi 
à noyau réel. 

En effet, soit f € Z* ; définissons l’involution en posant C (f) = f: 


fa)=/() (€E2). (4) 


Assurons-nous tout d’abord que f est une fonctionnelle linéaire 
continue. En effet 


Ï (As: + 22) = f (Wz1 + U2) = j Az + U22) + 


= À f (2) + pif (22) = Àf (21) + Lf (22) 
et 


[f(2)1=17 GAS Z = NAN ZI: (5) 

Vérifions maintenant que les conditions 14 à 3 de la définition 

de l’involution sont satisfaites. Compte tenu de la règle de multi- 
plication d’une fonctionnelle par un nombre complexe, on a 


(As + fo) (2) = (A f1 + fe) (2) = fi (2) + hf: (2) = 
= fi (2) + fe @) = A (0) + ue (0 = AA + Bh) 0). 


F()=f()= 1 () =f (0). 
De (5) enfin il résulte que [|f|&IIfil. D'autre part ||fll= 
= || fISNFI, d'où | f1= HI. 
Désignons par X le noyau réel de l’espace Z et prouvons que, si @ 
est une fonctionnelle linéaire dans X, le prolongement complexe f 
de æ appartient au noyau réel de Z* qui ne contient que des fonction- 
nelles de la forme indiquée. Ces deux propositions découlent immé- 
diatement de la définition d’une fonctionnelle conjuguée. En effet, si 
f est le prolongement complexe de € X*,ona 


1G)=10)=v@ —vUi=e(z)+o(vi=f(e) 
(2=2+yi€E2). 
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Au contraire, si la fonctionnelle f est un élément réel de l’espace 
Z*, c'est-à-dire si f — f, c'est qu’en vertu de (4) f (2) = f (z). En 
particulier, si z=zxz€X, alors f (x) = f (x), c’est-à-dire l’élément 
jf (x) est réel. 

La proposition prouvée peut être énoncée sous une autre forme: 
le noyau réel de l’espace dual est dual du noyau réel de l’espace 
donné. 

2.5. L'opérateur adjoint d'un opérateur réel sera naturellement 
réel. Soient Ü un opérateur réel de Z dans W, U l'opérateur de X 
dans Y (X = ReZ, Y — Re W) qu'il induit. Prouvons que U* 
est un opérateur réel et que l'opérateur de Y* dans X* qu'il induit 
n’est autre que U*. La dernière proposition doit être comprise au 
sens que si œ et w sont respectivement des fonctionnelles dans X 
et dans Ÿ telles que 

ep = U* (p). (6) 


f = Ù* (e), (7) 


où f est le prolongement complexe de ®, et g, celui de w. Inversement 
si les fonctionnelles réelles f € Z* et g € W* sont reliées entre elles 
par la relation (7), les fonctionnelles ® € X* et ÿ € Y* induites par 
elles sont reliées par la relation (6). 


La preuve que Ü* est réel est élémentaire: si g € W* est une 
fonctionnelle réelle, c’est-à-dire si g = g et f = Ü* (g), alors 


Fo) = f G@) = & (À (2) = 8 À (2)) = 8 (Ÿ (z)) = f (2). 


Supposons par ailleurs que ® = U*wÿ; on a alors (rx = Re z, y — 
= Îm 2) 


f (2) = @ (@) + ip (y) = Ÿ (U (x)) + ip (U (y)) — 
= g (0 (x) + iU (y)) = g (2), 


de sorte que f = Ü* (g). On démontre de façon aussi élémentaire que 
(7) entraîne (6). 


alors 


$ 3. Spectre 


3.1. Dans ce paragraphe et dans le suivant nous étudions le 
comportement de l'équation 


T, (2) =z— AU (x) = y, (1) 
ou ce qui revient au même, de l'équation 
Ti =ur—U()=y (1°) 


en fonction du paramètre complexe À (ou u). Ici et dans la suite, 
U représente un opérateur linéaire continu dans un B-espace complexe 


$ 3] SPECTRE 39 


X *). Nous considérons les équations (1) et (1’), car il est d'usage 
d'étudier la première en théorie des équations intégrales, dont nous 
donnerons quelques applications au $ 6, et la deuxième en analyse 
fonctionnelle abstraite lors de l'examen des propriétés spectrales de 
l'opérateur U. 

S'agissant de la solubilité de l’équation (1), un partage le plan 
complexe en deux ensembles: l’ensemble x (U) des valeurs de À 
pour lesquelles l'équation (1) possède une solution unique quel que 
soit le second membre y € X (donc l'opérateur 7, possède un inverse 
continu (cf. X1I1.1.3)), et l’ensemble zx (U) des autres valeurs de À. 
Les points de x (U) sont appelés valeurs non singulières de U ; l’en- 
semble x (U) est appelé ensemble caractéristique de U. 

On considère de façon analogue l’ensemble p (U/) des pour 
lesquels l'équation (1’) admet une solution unique quel que soit le 
second membre, et l’ensemble complémentaire © (U). Les points de 
l'ensemble p (U) sont dits valeurs régulières de U et l’ensemble p (U) 
résolvante de U ; l'ensemble © (U) est le spectre de U. 

Si pour un À l'équation homogène 


T\ (æ)=2z—AU (x) = 0 (2) 


possède des solutions non nulles, on dit que À est valeur caractéristique 
de U. Il est évident que l’ensemble 7, (U) des valeurs caractéristiques 
est contenu dans l’ensemble x (0). Chaque solution de l’équation (2) 
est dite élément propre, ou vecteur propre, associé à la valeur caracté- 


ristique À. L'ensemble |} N (T?) s'appelle sous-espace radical, et sa 
1 


dimension (finie ou infinie) multiplicité de la valeur caractéristique À. 
Le nombre r d’ensembles N (T£) (n = 1, 2, ...) distincts s'appelle 
rang de la valeur caractéristique À (cf. lemme 2 de XIII.1.1). 

Si l’on considère l’équation homogène associée à (1°): 


Ti (x) = uz — U (x) = 0, (2°) 


on arrive à la notion de valeur propre, d'élément (de vecteur) propre 
et de sous-espace radical associés à une valeur propre, qui ont été déjà 
définis pour des opérateurs dans un espace hilbertien (1X.4.1, tome 1). 

À noter que si U est un opérateur auto-adjoint dans un espace 
hilbertien et 1 sa valeur propre, alors son rang r = 1, c’est-à-dire 


N(TH=N(TE)=...=N(T) =... (3) 


et par conséquent dans ce cas le sous-espace radical est N (T,,), c'est-à- 

dire est constitué de tous les éléments propres de l’opérateur U. 
Prouvons la relation (3). Les valeurs propres d’un opérateur auto- 

adjoint étant réelles, l'opérateur 7, et ses puissances seront des opé- 


*) Si X est réel au départ, au lieu de U on considère son prolongement 
complexe. 
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rateurs auto-adjoints. En supprimant l'indice pour alléger l'écri- 
ture et en prenant r = 2* on aura pour xEN(T'*) 


,2RT1 ,2R71 ,2R 
(TT 2, TT 2)=(T' x, z)=0, 
d’où 
gr" 
En poursuivant cette procédure, on arrive finalement à l'égalité 


T'z = O0, c'est-à-dire z EN (7'), doncN (T') =N (T2). L'inclusion 
inverse est réalisée pour un opérateur arbitraire. Donc, N (7') = 


= N (Tr) (4 = 1,2,...). Si ensuite on prend n = 2, 3,...quel- 
conque et que l’on choisisse k tel que nr << 2*, on aura alors l’inclu- 


sion évidente N(T) œN(T”") N(T'#). D'où N(T') = N(T”). 
Indiquons une relation simple entre le spectre et l’ensemble carac- 
téristique d'un opérateur Ü. Il est aisé de voir que si À € x (U), alors 


U = _ € o (U) et inversement. De toute évidence les valeurs propres 


et les valeurs caractéristiques de l'opérateur U sont reliées par une 
relation analogue. Ceci étant, il importe d’avoir à l'esprit que l'élé- 
ment propre associé à une valeur caractéristique À sera également 
élément propre associé à la valeur propre u = 1/À et inversement. 
Cette remarque est également valable pour les sous-espaces propres, 
car pour Àu = 1on a N (7%) = N (T'5) (n = 1,2,...). Il ne sera 
donc pas nécessaire de faire une distinction entre les notions d'élé- 
ment propre (caractéristique) associé à une valeur caractéristique 
et d’'élément propre associé à une valeur propre, ce que du reste 
l'on a fait dans la terminologie introduite plus haut. 

La relation indiquée entre l’ensemble caractéristique et le spectre 
permet de considérer, en fonction de la commodité, l’une seulement 
de ces notions parallèles mais en fait équivalentes, et de ne donner 
qu’exceptionnellement les deux formulations. 

Indiquons quelques propositions simples relatives aux notions 
introduites plus haut. 

I. La relation À € n (U) équivaut à l'existence de l'opérateur 
inverse .continu : B, = Tr! —=.(1 — AU)”1. 

Cf. XII.1.3, corollaire du théorème XII.1.2. 

11. L'ensemble des valeurs non singulières est ouvert, donc l’en- 
semble caractéristique est fermé. 

Ceci découle du théorème qui dit que si un opérateur possède un 
inverse continu, tout opérateur voisin en norme admet également 
un inverse continu (V.4.6, tome 1). Ici 


HTi—Trli=fA—A TU, 


donc si 7x! existe, T3} existera aussi pour une différence À —- À’ 
assez petite. 


zx =0(. 
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III. Le disque A< roy est contenu dans l'ensemble xr(U); 


donc le spectre oO(U) est entièrement compris dans le disque: 
u [II U 11. 

Pour établir cette proposition il suffit d'appliquer le théorème de 
Banach de l'opérateur inverse (V.4.5, tome 1). 

IV. Les ensembles % (U) et x (U*) sont symétriques par rapport 
à l'axe réel. 

En effet (1X.3.1, tome 1) 


Ti= {1 — AU} = 1% — AUS. 


Or, d’après le théorème XII.2.4, les opérateurs T3! et (T?)-1 *) 
existent simultanément. 

V. Si X est un espace à noyau réel et U un opérateur réel, l’en- 
semble #%, (U) est symétrique par rapport à l’axe réel. De plus, si 
À € %o (U) et z est l'élément propre associé, alors à la valeur caracté- 
ristique À sera associé l'élément propre z. 

En effet, 


z— AU (z)=:2— AU (2), 


d'où il résulte que les égalités 2—AU(:)=—0 et 2—ÂU (z) —0- 
sont équivalentes. 


REMARQUE. Au IX.5.3, tome 1, on a donné la définition du spectre 
pour un opérateur auto-adjoint dans un espace hilbertien. Le théorè- 
me IX.5.3 exprime l’équivalence des deux définitions (celle du 
chapitre IX, tome 1, et la présente). 

3.2. Si U est un opérateur compact, on peut étudier la structure. 
de l’ensemble caractéristique d’une manière assez complète. 


THÉOREME 1. Si U est un opérateur compact, alors 

a) l'ensemble caractéristique n'est composé que de valeurs caracté- 
ristiques, c'est-à-dire % (U) = %9 (VU); de plus, toute valeur caracté- 
ristique est de multiplicité finie; 

b) Le disque |A | r, VrÆ0, ne contient qu'un nombre fini de 
valeurs caractéristiques ; 

c) si à E X(U) et À E X (U*), M 5 À, et si n € X est l'élément 
propre associé à À1, £2 € X* l'élément propre associé à À, alors 


ge (tr) = 0. 


DEMONSTRATION. a) Le théorème XI1.1.4 nous dit que si Aén(U), 
l'équation homogène (2) possède une solution non nulle. Que le 
sous-espace propre soit de dimension finie découle du lemme 2 
(XIII.1.1). En effet, d’après ce lemme il existe un n, tel que N (T*) = 


+) TÈ désigne (Th)*. 
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= N(T$) (n > nr). Donc, le sous-espace propre est ici N (73°). Or 
Ti =(1—AU)=1—Ù, 


RS no 
où Ü= D (—1)"1CÈ MU* est manifestement un opérateur com- 


k=i 
pact. Donc, d’après le théorème XII.1.4 déjà mentionné, les solutions 
de l’équation homogène 


Ty (zx) = 0 


forment un sous-espace de dimension finie, et N (7;) SN (T°). 

b) Supposons par absurde qu'un disque | À | <r contient une 
infinité de valeurs caractéristiques. Extrayons de cet ensemble une 
suite {À,} de valeurs caractéristiques distinctes: | À, | <r (nr — 
= 1, 2,...). Soit {x,} la suite des éléments propres associés : 


Tn — AÀn0U (tn) =0 (n=1,2,...). (4) 


Prouvons (par récurrence) que les éléments Z1, Zoe, - . ., Zn Sont 
linéairement indépendants pour tout r — 1, 2, ... Ceci est vrai 
pour r — 4. Supposons que cela est vrai pour un n > 1. Vérifions 
<eci pour les éléments 2, Ze, . . ., Zn, Tn+1. SUpposons le contraire. 
On a alors 


n 
Tn+1 — 2 LnTho 


d’où en vertu de (4) 


Tn+1 —_ Qh x 
PASS SSL 
= 1 


An+1 


En combinant avec l'égalité précédente, on trouve 


> (1— “ns } AnTr = 0. 


Ceci exprime que les éléments z,, z:,...,zx, sont linéairement 


dépendants, puisque 1 ne O (k—1,2,...,n). Ce qui con- 


tredit l'hypothèse de récurrence. 

Formons l’ensemble X, = £ ({21, 22, . .., x,}). Comme X,:41 
=£ X, d’après ce qui a été démontré, le lemme de la quasi-perpendicu- 
laire (1V.1.7, tome 1) affirme l'existence d'éléments y,, Yo, . . ., Yn; 
tels que 


YnEXns MYnl= As P(Ynti Xn)> 1/2 (n=1,2,...). (5) 
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n ñn 
Si zEX,, c'est-à-dire x — >. Brzr, alors F7 (x) — D} Fi EX. 
he { 


ki 
Par ailleurs 


Tim) (e)= D Ba (1— 72) 2 EX 


h=1 
(puisque le coefficient en x, est nul). 
Supposons que m >> n. Considérons l'expression 
U (AmYm) — U (un) = Ym — [Tam (Ym) + U (AnYn)] = Um — y. 
On a démontré que 
Tim (Um) E Xmy et U (Anÿn) € X, € Xm-1- 
Donc 


U = Ta, (Um) + U (Anÿn) € Xm-re 
En vertu de (5) 


LU Amÿm) — U Anÿn) 1 = Ym — Y | > 1/2, 


ce qui toutefois contredit la compacité de l'opérateur U, puisque la 
suite {A,y,} est bornée (|| Au, | & r). 
c) On a AU (x,) = 7, et AU* (g.) = g,. Donc, 
* À 
82 (ts) = 82 (AU (x3)) = AUX (82) (&s) = M (Æ-) (x1) = + £2 (ti), 
ce qui n’est possible que si g, (x,) = 0, puisque À, æ À. 
Notons enfin en conclusion que si U est un opérateur compact dans 


un espace X de dimension infinie, le point 0 appartient au spectre 
de U 


$ 4. Résolvante 


4.1. Nous poursuivons l'étude de l'équation 
z— AU (z) = y (1) 
en nous intéressant maintenant seulement au cas où elle admet une 
solution unique. 
Soit À 0 une valeur non singulière de l'opérateur U/. L'opérateur 
B; défini à partir de la relation 
I + AB, = (1 — AU)" (2) 


s'appelle résolvante de l'opérateur Ü. Pour À = 0 nous convenons que 
0 — LV. 

Si l’on considère le spectre et respectivement l’ensemble des 

valeurs régulières. au lieu de B; il est plus commode d'envisager 
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l'opérateur 
Ry = (ul — U)"!, (3) 


qui a un sens pour toutes les valeurs régulières de l'opérateur U. 
L'opérateur À, sera appelé résolvante aussi. Aucune confusion de 
ces deux notions n'est à craindre, Car il ressortira du contexte de 
laquelle d’entre elles il est question ; en outre en dernier recours nous 
aurons les indices pour les distinguer. Notons que la résolvante B, 
se rencontre fréquemment en théorie des équations intégrales, où 
l'on l’appelle résolvante de Fredholm : en analyse fonctionnelle la 
résolvante est AR, (cf. 3.1). 
Si 1 0, on a de toute évidence 


4 4 
Ri=-- 1+-7 Bin. (4) 
Inversement, de 
(+AB,)(1—AU)=(1—AU)(I+AB,) =] 

on déduit 

B,=U(I—AU)1= (1 —AU)!U. (5) 
Donc, pour À £ 0 

B,=URin= + RiaU. (6) 


Les relations (4) et (6) permettent de généraliser à R, toutes les 
propositions prouvées pour B;, et inversement. 

4.2. Etudions le comportement de la résolvante B;, pour de petits À. 
Considérons la série 


PARU NUS Le HOMME. 2: (7) 


Si elle est convergente dans l’espace des opérateurs B (X, X), d’après 
la remarque qui suit le théorème de Banach (V.4.5, tome 1), sa somme 
sera égale à (7 — AU}, c'est-à-dire 


—AU)T=I+AU+...+<MUrT +... 
d’où, en vertu de (5), 
B\=U+AU +... +AUrH LE ..., (8) 


Cette formule est valable pour les À tels que la série (7) soit con- 
vergente. Mais on a établi au V.4.2 (tome {) que la série (7) est con- 
vergente si 


lim ÿ/ [AU I << 1 
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et divergente si 
lim A0 [> 1 
ñn — 00 

On est donc conduit au théorème suivant. 


TH£EORBME 1. La résolvante B, se décompose en une série (8) suivant 
les puissances de À, dont le rayon de convergence 


4 | 
= — 


im yUr,  limyIÆ] 
n 00 fn +00 


Si, grâce à la relation (4), on passe de la résolvante B, à la ré- 
solvante R,, on obtient le 


CoRoLLAIRE. La résolvante R, se décompose en série suivant les puis- 
sances de u”*: 


4 1 n= | 
R== 1: a U +... HT CE. (iu>= 
— Jim | U0*|] ]. 


4.3. On peut indiquer une autre expression pour le rayon de con- 
vergence de la série (8), liée avec la disposition de l’ensemble caracté- 
ristique sur le plan complexe. 

Commençons par prouver deux: propositions auxiliaires. 


LEMME 1. Quels que soient À, En (U),on «a 
B,—B,=(A-—u) BB. (9) 
DEMONSTRATION. De (5) il suit 
B,—-B =U(T—-AU)!—(1—-uU0)tU. 


En multipliant à droite par Z — AU et ensuite à gauche par 7? — ul, 
on obtient 


(I — pU) (Bx — Bu) ( — AU) = (1 — pU) U — U (I — AU) = 
= (À — u )U*, 
donc 
B,—B = —p)(—nU)T U-U(T—-AU)T = (A — nu) RP, 
c.q.f.d. 


CoRoLLAIRE. Les opérateurs B; et B, commutent, c'est-à-dire B,B, = 
— BB). 


On démontre de façon analogue que pour tous les À, u € o (U) 
R,—Ri= —(—u) RR. 
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LEMME 2. La résolvante B;, est une fonction continue du paramètre À 
en tout point de l'ensemble x (U), c'est-à-dire si À, — Ào (Âns ào € 
En (U)), alors B3, — Ba... 


DEMONSTRATION. Prouvons tout d’abord que la fonction réelle ||, {f 
est continue sur x (Ü). Si U = 0, alors B, — 0 et notre proposition 
est prouvée. Si U = 0, alors B;, + 0 et l’on peut prouver la conti- 


nuité de la fonction [ z. |: De (9) il suit 
FEB NU Bu NIK 82 — BU = TA nf BB << 
<|A—p{I 2,111 2 11 


Donc 
1 1 
———— — ————_— |A — |, 
ET en SRI 
ce qui montre que TT est continue. 


Prouvons maintenant la continuité de Z,. L'ensemble x (U) 
étant ouvert et À, € nr (U), il existe un disque | À — 2, | < € entière- 
ment contenu dans x (U). La fonction continue || B, || est bornée 
dans ce disque; supposons par exemple que 

Bi << M (TA — ol K e). (10) 
D'après (9) et (10) 
LB — Bi TA — ko 1 Ba NB, NM TA — | 
((A—A IS e), 
ce qui prouve le lemme. 


TH£OREME 2. Le rayon de convergence r de la série (8) est égal à la 
distance ro du point À = 0 à l'ensemble caractéristique y (U). 


DEMONSTRATION. La série (8) étant convergente dans le disque 
[A | <r, donc la résolvante existant pour ces À, le disque’en question 
est contenu dans l’ensemble des valeurs non singulières. Donc r < rs. 

Prenons un élément x € X et une fonctionnelle f € X* et considé- 
rons la fonction de la variable complexe À: 


p (Q) = f (B, (x)). 


Prouvons que œ est régulière sur l’ensemble x (U). En effet, si À, u € 
€ n (U), d'après (9) on obtient 

—p(a) f(Bu(z))—f(B1(x)) 

LE RE = = 5" / (BB, (x). 


Le second membre admet la limite f (Bi (x)) pour H À (lemme 2). 
Donc, il existe la dérivée continue 


p’ (À) = f (Bi (x). 
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Développons la fonction œ en série de Taylor au voisinage de À, = 0 
pA)=pO+ ER... + dar. (14) 


Ce développement a lieu dans un disque ne renfermant pas de points: 
singuliers de la fonction , et a fortiori dans le disque | À | < rs. 
Mais d’après (8) 


PA)= D FOUT GPA (AIT). (12} 


Ceci étant, un théorème classique de la théorie des fonctions d'une. 
variable complexe dit que les séries (11) et (12) sont identiques. de: 
sorte que Ja série (12) est convergente pour | À | rs. 

Prenons un À, € 10, rl. La convergence de la série (12) pour 
À = À, entraîne que 


AS (U"*" (x) —— 0, 
donc, puisque / est arbitraire, 
ATU'+I (x) — O0 (o (X, X*)). 


Mais une suite faiblement convergente est bornée (VIII.1.1, tome 1) - 


sup UT" (z) 11 < oo. 


Cette inégalité étant réalisée pour chaque x € X et l’espace X étant. 
complet, le théorème VII.1.1, tome 1, nous dit que 


sup || A'U"*{||=M< 0. (13) 
Donc 
Alim ÿ [Ur j<&lim M/"—1 
et 


= r. 


1 
Sn or 
ñn 00 
ro Lr, puisque À, peut être pris aussi proche que l'on veut de rs. 
D'après l'inégalité prouvée plus haut, r < ro, donc r = ro, c.q.f.d. 
REMARQUE 1. Soit À, une valeur non singulière de l'opérateur U. 
Comme plus haut, on justifie le développement 


Ba = Ba;+ (A — do) Bê+ (AA) RTE .., 
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qui a lieu dans le disque | À — A5 | << po, où p, est la distance du 
point À, à l’ensemble caractéristique, ou, comme dans le théorème 1 


1 
lim y I BR] 


7 —00 


En remplaçant la résolvante B, par R,, on obtient le résultat suivant. 
CoROLLAIRE 1. Le seu 


Po = 


Ra TT HU + UT (14) 


a lieu pour | u | >+ , où 1/r est le rayon du plus petit disque centré 
en l’origine des coordonnées et contenant entièrement le spectre. 


Le nombre 1{/r est appelé rayon spectral de l'opérateur U. 

REMARQUE 2. Si U est un opérateur auto-adjoint dans un espace 
hilbertien, alors 1/r = || U || d’après IX.5.3 (tome 1). En combinant 
ce résultat avec le corollaire du théorème 1, on arrive à l’intéressante 
relation 


HU I= lim ÿ'U* 


COoRROLAIRE 2. Le spectre & (U) d'un opérateur linéaire continu U 
dans un B-espace complexe n'est pas vide. 


DEMONSTRATION. Si o(U)=— @, en tenant compte de la relation 
entre o (U) et x (U) et du fait que 0 4 x (U) on obtient que l’ensemble 
Ta (U) des valeurs non singulières est le plan complexe tout entier. 
L'opérateur B; = 0 pour tout À, puisqu'on peut admettre que 
U = 0. Supposons que yo = Ba, (to) Æ 0. Prenons f € X*, f (yo) 
£ 0. Comme dans la démonstration du théorème 2, on trouve que la 


fonction 
p À) = f (B1 (0) 
est régulière sur le plan complexe tout entier. Par ailleurs, 


IpQG)I= T£ (Ba (@o) 1 < FU BIT Zo I. 


Comme © (U) — @, il existe U-! continu, d’où comme dans Île 
lemme 2 on déduit que ||-Rin || —> || UT || pour À —+ oo. Donc, en 
vertu de (6) 


NB, AA LI Ria NU 1 0. 


*) Du reste, cette égalité découle de la relation plus forte 


AUl=VIUTT (n=1, 2, ...), 


que l'on peut obtenir en se servant du théorème du spectre de l'opérateur ÿ ( U ) 
(théorème 1X.5.4, tome 1) appliqué à la fonction @{t) = t" (nr = 1, 2, 
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Par suite œ (À) est bornée et d’après le théorème de Liouville 
@ (À) est identiquement égale à une constante qui manifestement ne 
peut être que zéro. Or, (40) = f (yo) 0, d’où contradiction. 

On remarquera que le spectre de l’opérateur Ü aurait pu être 
vide si on avait tenté de le définir dans un espace réel comme on l’a 
fait dans 3.1. C’est pour cette raison essentielle que nous considérons 
le cas complexe. 

4.4. Appliquons le résultat obtenu à l’étude de la convergence de 
la méthode des approximations successives pour l’équation 


z—U (x) = y. (15) 
On sait (cf. V.5.1, tome 1) que la convergence de la série 
FU RU Ur su: (16) 


assure la convergence de la méthode des approximations successives 
quelle que soit l’approximation initiale x,. En faisant u = 1 dans 
(14), on arrive au critère suivant de convergence de la méthode d’ap- 
proximations successives pour l'équation (15). 


TH£OREME 3. Si le spectre de l'opérateur U est contenu dans le disque 
| u | << 1. la méthode d'approzimations successives pour l'équation (15) 
converge quels que soient y € X et l'approximation. initiale zo € X. 
Si l'extérieur du disque | u | < 1 contient des points du spectre, il 
existe un ensemble E & X, résidu *) dans X, tel que le processus d’ap- 
proximations successives pour l'équation (15), d'approximation initiale 
zo = 0. diverge pour y EE. 


DEMONSTRATION. Il suffit de prouver simplement la deuxième partie 
du théorème. On remarquera que dans ce cas on a 


lim |[U"|| = oo 
n +00 


et, par suite de la remarque qui suit le théorème VII.1.1, tome 1, 
sup || U” (y) |1= (17) 


pour tous les y € X à l’exception peut-être d’un ensemble G de premiè- 
re catégorie de X. Or, la convergence du processus d’approximations 
successives commencé à partir de x, = 0 équivaut à la convergence de 
la série 


y+U (y) + (y)+...+ U" (y) +... 


et en vertu de (17) cette série est convergente si y Ë G. 
REMARQUE 1. Si l'opérateur Ü est tel que tous les points du spectre 
distincts de 0 sont des valeurs propres, on peut énoncer le théorème 


*) On FAppeue qu'un ensemble E d’un espace X est un résidu si son complé- 
mentaire est de première catégorie dans X (cf. 1.4.7, tome 4). 


4—01292 


50 ÉQUATIONS FONCTIONNELLES DE SECONDE ESP£CE [CH. XIII 


sous une forme plus précise. Plus exactement, pour que la méthode 
d’approximations successives soit convergente, il faut et il suffit que 
toutes les valeurs propres de l’opérateur Ü soient contenues dans le 
disque |u | << 1. 

En effet, d’après le théorème prouvé. si la méthode d’approxima- 
tions successives est convergente, le spectre de l’opérateur Ü est 
contenu dans le disque |u | < 1. Si l’on admet qu'il existe une 
valeur propre u, située sur le cercle | d | = 1, alors, en faisant 
y = y’ dans l'équation (15), où y’ est l'élément propre associé à 
la valeur propre u,, et en prenant x, = 0, on obtient pour la r-ième 
approximation x, l'expression 


Tan = (A + ho +... + 5 y’, 


qui n’admet pas de limite. 

REMARQUE 2. Les résultats du théorème et de la remarque 1 se 
simplifient considérablement si dans l'équation (15) l’opérateur U 
est un opérateur auto-adjoint dans un espace hilbertien. Compte 
tenu de la remarque 2 de 4.3 on obtient dans ce cas: pour que la 
méthode d’approximations successives soit convergente il suffit que 
II U || << 1. Si tous les points du spectre distincts de O0 sont valeurs 
propres. alors cette condition est aussi nécessaire. 

Formulons enfin le théorème 3 en termes d'ensemble caractéristi- 
que. 


TH£EOREME 3”. Si l’ensemble caractéristique de l'opérateur U est 
situé à l'extérieur du disque | À | < 1, alors la méthode des approxima- 
tions successives pour l'équation (15) est convergente quels que soient 
y EX et l'approximation initiale x, € X. Si le disque | À | << 1 renferme 
des points de l'ensemble caractéristique, il existe un ensemble E & X, 
résidu dans X, tel que si yEÆ, alors le processus d'approximations 


LD 


successives commencé à partir de x = 0 est divergent. 


Ce théorème est justiciable de remarques analogues aux remarques 
4 et 2. Nous les laissons au soin du lecteur. 

4.5. Si U est un opérateur compact, on peut ajouter aux résultats 
des théorèmes 1 et 2 des résultats plus fins concernant le comporte- 
ment de la résolvante au voisinage d’une valeur caractéristique. 

On dira qu'un opérateur linéaire continu V est de dimension finie 
s’il applique un espace X dans un sous-espace de dimension finie 


X « X. Choisissons dans X un système complet d'éléments linéaire- 
ment indépendants x,, Zoe, . . ., t,. Par définition, pour tout z € X 


ñn 
V (x) = > ARThe 
ki 


Les coefficients &;, &, . .., &«, dépendent manifestement de x. En 
posant ax = fr (x) (k = 1,2,...,n) on s'assure immédiatement que 
les fonctionnelles f, (4 = 1, 2, ..., n) sont linéaires et continues: 
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linéaires de toute évidence, continues, car si une suite d’éléments 
d’un espace normé de dimension finie tend vers O0, chaque coordonnée 
tend vers O (cf. IV.1.6. tome 1). On obtient donc 


VG) = hu + fe (a) te +... + fn (x) 2. (18) 


Inversement, tout opérateur V représentable sous la forme (18) 
sera visiblement de dimension finie. 

On notera qu’un opérateur de dimension finie est nécessairement 
compact. 

Considérons maintenant un opérateur compact U et soit À, une 
de ses valeurs caractéristiques. On a le 


TH£ORBME 4. L'opérateur U admet la représentation 
U = U" + U”, 
où U” est un opérateur de dimension finie, U” un opérateur compact. 
Ceci étant, l'ensemble caractéristique de l'opérateur U” est composé 


du seul point À,, quant à l’ensemble caractéristique de l'opérateur U”, 
il se déduit de celui de U par élimination du point À, de ce dernier. 


DEMONSTRATION. On peut admettre que À,—1 (sinon on considère 
l'opérateur —— U au lieu de VU). Prouvons que pour À, = 1. la repré- 


sentation de l'opérateur U par la somme U” + U” indiquée dans le 
théorème 1.1 vérifie les hypothèses du théorème envisagé. 

Nous utilisons les notations du théorème 1.1. Vérifions que 
l'opérateur U” possède une valeur caractéristique unique: À, = 1. 
En effet, six, EN (T), a fortiori xs EN (T°) = X”, et, par suite, par 
définition de l’opérateur U” 


U" (To) — U (to) = Lo 
et Ào = 1 est valeur caractéristique de l'opérateur U”. 
Si 
AU" (x) = x (19) 
pourunz EX (x = 0), alors x € X” puisque U” (x) € X’ et, par suite, 


U" (x) = U (x). Supposons que m > est tel que T"+! (x) — Q 
mais 7” (x) 0. En vertu de (19) 


0=TG—-AUGH=TG-AL-TEH) = 
= (À) TT (x) + ATP (x) = (1 — À) TT (2), 


ce qui n'est possible que pour À = 1. 

Donc, l'unique valeur caractéristique de l'opérateur U” est 
Ào —=;1 

Prouvons maintenant la partie du théorème relative à l’ensemble 


, 


caractéristique de l'opérateur U’. 
VAS 
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L'opérateur T” = 71 — ÜU"admettant un inverse d’après le théorè- 
me 1.1, la valeur À, = 1 n'est pas valeur caractéristique de U'. 
Soient À = 1 une valeur caractéristique de l’opérateur U et zx, 0 
l'élément propre associé. Si x, € X”. en raisonnant comme plus haut 
on obtiendrait que À = 1. Donc x, 6 X”. Par suite, dans la décom- 
position 


=; (EX, EX") (20) 


(cf. c) théorème 1.1) on doit avoir x; + 0. En vertu de l’unicité de 
la décomposition (20) il vient de la relation 


Zo = AU (5) + AU (x) 
que 


Lg = AU (x) = AU" (x), 


c'est-à-dire À est valeur caractéristique de l'opérateur U’. 
inversement, supposons que À est valeur caractéristique de l’opé- 
raleur ÜU”" et x 0 l'élément propre correspondant. Comme 


x = AU" (x) EX’, 


alors U”" (x) = U (x) et par suite x = AU (x), c’est-à-dire À est valeur 
caractéristique de U. 

Les autres propositions du théorème sont contenues dans le 
théorème 1.1. 

Le théorème est prouvé. 

4.6. Le théorème suivant donne une idée plus complète sur le 
comportement de la résolvante au voisinage d’une valeur caracté- 
ristique. 


TH£ORBME 5. Soit À, une valeur caractéristique d'un opérateur 
compact U. Alors, dans un voisinage assez petit du point À, on a le 
développement 
BP EE CRE, + 

(A —Xo)" ton À—o L 


HU —-h) +... HU GA) + ..., (21) 


r est le rang de la valeur caractéristique À, ; les opérateurs U_,,..., U., 
sont de dimension finie; l'opérateur U _, = 0. 
La série (21) converge dans l'espace des opérateurs B (X, X). 


DEMONSTRATION. Comme dans la démonstration du théorème précé- 
dent, on admettra que À, = 1. On remarquera aussitôt qu'en vertu 
du lemme 2 de 1.1, le rang de la valeur caractéristique À, est fini. 
En utilisant encore les notations du théorème 1.1 on aura, en vertu 
de la remarque suivant ce dernier, X° = T'"(X), X” = N (7). 

Mettons l’élément x € X sous la forme 


x=zx +z" (2 EX’, 2" EX") 
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(cf. c) du théorème 1.1), associons à zx l'élément x’ = P”’ (x) ou l’élé- 
ment x” = P” (x) et construisons les opérateurs 2’ et P”, projecteurs 
de l’espace X sur les sous-espaces X” et X”. Ces opérateurs sont con- 
tinus en vertu de la majoration (9) du $ 1. Signalons encore que 
P'(X) = X", P"(XK)=X", P°'+P"=T7. 
Soit yEX. L'élément x = BP; (y) est solution de l'équation 
z—AU (x) = U (y). (22) 


En substituant dans cette équation x = P" (x) + P"(x), y = 
= P" (y) + P" (y) et en tenant compte de ce que U (X') & X’' et 
U (X”) € X”, on peut mettre l'équation (22) sous la forme d’un 
système de deux équations: 


P'(z)—AUP" (x) =UP"(y) | 


P" (2)— AU P" (x) =UP" (y) 7) 


En remarquant que UP" = U'P", on peut mettre la première de ces 
équations sous la forme 


Ti (P° (2) = U'P" (y), 


où Ti = 1 — AU’. Le théorème 4 nous dit que À, = 1 est valeur 
régulière de l'opérateur U'. Donc, en vertu de la remarque suivant 
le théorème 2, si la différence À — 1 est assez petite, la résolvante 
B; de l'opérateur U’ admet la décomposition 


Bi=U,+(A—1HU,+ ... + (—1) Ua+ ..…, 
de plus, la série de droite converge dans l’espace B (X, X). D'après 
ce qui vient d'être dit on peut écrire 
P'(x)= BiP"( y) = 
= [Uo+(—-1U;+ ... +OA—1) 0, + ...](y), (24) 
où U, = UhP' (n = 1, 2, ...), et la série de droite converge de 
nouveau dans l’espace B (X, X). 


Voyons maintenant la deuxième équation (23). 
Formons l'espace quotient 


XOZN(TÉUN(TE TT) (=1,2,...,r) 


et désignons par œ; l'homomorphisme naturel de l’espace N (7) 


sur X%. L'espace X(°? est visiblement de dimension finie. Choi- 
sissons dans cet espace un système complet d'éléments linéaire- 


ment indépendants z{r), Tr), PER au et soient zx), xtr), ..., ir) 

2 r 
des éléments de N(Z7”), tels que œ,.(r$)=zf. Les éléments 
af D ET (28) (j=1, 2,...,n,) appartiennent à N(7"-*). De 
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plus leurs images z{° 7‘ =,_,(x1% 7) sont linéairement indépen- 


dantes, car si > ajxg 0, alors 
J=i 


Nr 


N QT ag =T( : œ 329) EN(T""?); 


— 


j=i 


autrement dit > ax) EN(T"7*), donc 


n, n, 

—(r) 
2 ja) = pr ( Di x?) = 0, 
J—= 7= 


ce qui n’est possible que pour a == ... —=@n —=0. 

Ajoutons aux éléments 277 0 ol Te 2771 Jes éléments 
at pee … 29" EXT D pour Re une base dans X(7”!). Choi- 
sissons ensuite 2R +0 . 26 EN (T'-}) de telle sorte que 


Gr 1) r-4) 
T; = 1 (2 ). . | 
En poursuivant ce raisonnement on construit pour chaque 


k=—1, 2,..., r des éléments x, 2%), ..., 25 tels que 


VENT), T(a$) = af" 0 
(j=1,2,...,n3; k=1,2,...,r; 20). (25) 


De ne les éléments 


D qu), 20 = qu (20), Ty = Pa (7) 
forment pour chaque 4 = 1, 2, ..., r une base dans X). 
Posons 
XL ({2f, 207, .., 20) (k=1, 2, r). 
D'après (25) 

T(Xrx) CE Xp-1 (k=1, 2, ...,r; Xo—=(0}). (26) 
Prouvons que les éléments {2$*)} G = 1, 2, ..., np ; k — 
"1.2 ., r).forment dans X” un système complet d'éléments 

linéairement indépendants. 
oit 


] ra” 


Th 
| À AUD 2 0. 
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Comme 2% EN(T""*) pour k<r, l'application de l'opérateur q, 
donne 


R 
Ÿ >, A, (x{*)) — - D (ZM = = 0, 
ki ji 


donc ÀAŸ/=—0 (j—1, 2, ...,n,). On Labiis de. façon analogue que 
les autres coefficients A$* sont nus. Considérons maintenant un 
élément zx” € X” quelconque. L'élément œ,(zx”) EX), donc il existe 
des coefficients ar) ao, ou an” tels que 

n 


r Nr 
” je } 
Pr (x) = D as/x$) = Pr ( 2 as” x) | 
= 
Donc 
Le: 
x" — à af)x0) EN (TT! 
Je 
En poursuivant ce raisonnement, on obtient finalement pour 


des af”) 


s—Ù À a (20 EN (T9) = {0} 


— 


et par suite z”— ÿ s afr) re), 

= F=1 
Soit z un élément quelconque de X. L'élément P” (x) € X”, 
donc 


de 
P'(a)= 2 Da (xs, 
Remi ji 
les coefficients a$*, comme indiqué dans 4.5, sont des fonctionnelles 
linéaires. Si l'on désigne 


ñn 


k 
Pa()= 2 a (2 Œ=1,2,...,7), 


d’après ce qui a été dit, P, sera un opérateur continu de X dans X, 


et de plus 
P=Pi+ Pot... + Pr (27) 
0, m#k, 
Par. te (x, m—=1, 2, ...,7r). (28) 


En remarquant que UP" — P”U, mettons le second membre de la 
deuxième équation (23) sous la forme P"U (y) et remplaçons l’opéra- 
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teur P” par la somme P; + P, +...+ P,: 
D Pr(r)—X D UPa(x)= 2 PaU (y) 
ki k=1 k=i 
En appliquant l’opérateur P, aux deux membres de cette égalité, 
on obtient, compte tenu de (28), 
Pn(z)—X D PrUPa(x) = PU (y) (m=1, 2,..., r). (29) 
k=1 


Or 
UP (x) = Pa (x) — TPa (x), 
donc, en vertu de (26), 
PE), k— m, 
PU Pr (x) = — TPmy12), k=m+i, 
0, k=zm, m+i 
(k,m—=1,2,...,r; P,u = 0). 


Grâce à cette relation on peut mettre l’équation (29) sous la forme 


plus simple 
P, (x) — AP, (x) = P,U (y), (30) 
Pn (2) — À l[P, (x) — TPn+#1 (2)] = PU (y) 
{m =1,2,...,r —1). (31) 
De (30) il résulte que 
P 
P, (x) = 2 a. 
donc, en vertu de (31), 
Pa (2)= 2 TP (2) ++ PraU (4) = 
= TP,U (y)+ > Pr-aU (y) 
et, d’une façon générale, pour tout m = 1, 2, ...,r 
r-m 
M 
Pm (x) = 2 ame 7 Pr (y). 


En ajoutant les égalités obtenues, on aura 


| r r r-m ar 
P'(2)= © Pn(t)= >») >» are T° Pm+aÙ (y) = 
r—i P—kR 


AR 
= Dr D T'Pm+aU (y). (32) 
LE | 
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k 
Décomposons rene en fractions élémentaires : 
1e . cf) 
AVE Z (1 ? 


cf? sont des constantes telles que cf? — (—1)#*1. En portant ceci 
dans (32) on trouve 


; Vs 
si 


où les opérateurs U., (s = 1, 2, ..., r) sont des combinaisons 
linéaires d'opérateurs de la forme 7*P,.,U. Comme P,,+: (X) — 
= X,,., c X" et que T (X”) & X” en vertu de b) du théorème 1.1 
il vient que les opérateurs U -, appliquent X dans X” et, par suite, 
sont de dimension finie. D'autre part, de l'égalité (32) on voit que 


U., = (—1) T'-1P,U. 


Donc, si par exemple; y — x°”, alors en vertu de (25) 


Us (y)=(— 1) TT ÉP,U (xt) = (— 1) TP, (a) — tr 1)) = 
= (— 1) TT (40) = (— 10)" 2{9 2 0, 


de sorte que U _, # 0. 

En additionnant les relations (24) et (33) on obtient la décompo- 
sition souhaitée de la résolvante B;. 

Ceci achève la démonstration du théorème. 

REMARQUE. Si U est un opérateur auto-adjoint dans un espace 
hilbertien, le théorème peut être précisé, car dans ce cas r = 1 
(cf. 3.1) et, par suite, dans la décomposition (21) on n’aura qu'un 
terme de puissance négative en À — À,, savoir (À — À,)"! U …. 
Nous ne formulons pas en détail le résultat correspondant, car il 
l'est déjà (dans une forme plus forte) dans IX.4.5, tome 1. 


$ 5. Alternative de Fredholm 


Dans ce paragraphe nous indiquons les conditions que doit rem- 
plir un opérateur linéaire continu 7 d'un B-espace X dans lui-même, 
pour être justiciable de l'alternative de Fredholm (cf. 1.4). Il se 
trouve en particulier que si une puissance U” d'un opérateur linéai- 
re U est un opérateur compact, l’alternative de Fredholm est valable 
pour T = I — U. Les résultats exposés ci-après sont dus à S. Ni- 
kolski [1]. 

5.1. Soient l'équation 


T (2) = y (1} 
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et son adjointe 


T® (8) = f. (2) 

Soient par ailleurs les équations homogènes correspondantes 
T (x) = 0, (3) 

T® (g) = 0. (4) 


On rappelle que dire que l’alternative de Fredholm est valable 
pour un opérateur 7 revient à dire que 

1) ou bien les équations (1) et (2) admettent une solution quels 
que soient les seconds membres et cette solution est unique; 

2) ou bien les équations (3) et (4) possèdent le même nombre fini 
de solutions linéairement indépendantes 2, Ze, . . ., Zn et gi, 
Los + + +» En respectivement; dans ce cas, pour que l'équation (1), 
respectivement l'équation (2), admette une solution il est nécessaire 
et suffisant que 


gn (y) = 0 (k = 1, 2,..., n), 
respectivement 
f(æ)=0 (k=14,2,...,n); 


ceci étant la solution générale de l'équation (1) est 
z= 2" + 2 ChThs 

celle de l'équation (2) 
ln D ChEh 


où z* (resp. g*) est une solution de l'équation (1) (resp. (2)) et «à, 
Ces + + > Cn des constantes arbitraires. 

Le théorème suivant exprime que la classe des opérateurs T 
justiciables de l’alternative de Fredholm diffère pratiquement peu 
de la classe des opérateurs de la forme T = I — U, où U est un 
opérateur compact. 


TH£OREME À. Chacune des deux conditions suivantes est une condi- 
tion nécessaire et suffisante pour que l'alternative de Fredholm ait lieu 
pour un opérateur T. 

1) L'opérateur T admet la décomposition 


T=W + V, 
où W est un opérateur admettant un inverse continu, V un opérateur 


compact. 
2) L'opérateur T admet la décomposition 


T=Wi+ Vi, 
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où W, est un opérateur admettant un inverse continu, V; un opérateur 
de dimension finie. 


DEMONSTRATION. On peut de toule évidence se contenter de prouver 
la condition suffisante de 1) et la condition nécessaire de 2). 
Condition suffisante de 1). Supposons que 


T=W+ V, 


W admettant un inverse continu W-{, V étant compact. L’équation 
(1) est équivalente alors à l’équation 


WOIT (e) = WE (y). (5) 


Il existe par ailleurs un opérateur inverse continu W*71 — 

— (W-1)* (XII.2.3), donc l'équation (2) équivaut à l'équation 

T*W# (8) = j (6) 

au sens que si g, est solution de l'équation (6), W%*”1 (g,) sera solu- 

tion de l'équation (2) et si g, est solution de (2), W* (g) sera solu- 
tion de (6). 

Posons U = —W-1V. Comme U* — —V* (W-1)* — — px xt 

(cf. IX.3.1, tome 1) on peut mettre les équations (5) et (6) sous la 


forme 
z—U(x) = W°1(y), (7) 
g — U* (g) = f. (8) 
L'opérateur U étant compact, les conclusions du théorème 1.4 
sont valables pour les équations (7) et (8). Donc les équations homo- 
ènes 
; z— U (x) = 0, (9) 


g — U* (g) = 0 (10) 


possèdent le même nombre fini de solutions linéairement indépen- 
dantes 21, Za, . +. Zn @Ù 8, Bis - + « En L'équation homogène (3) 
admettra visiblement le même système complet de solutions linéaire- 
ment indépendantes que l'équation (9), c'est-à-dire x, Ze, . . ., Zn. 
Prouvons que les fonctionnelles 


= W* (g) (k=1,2,...,n) (11) 


forment un système complet de solutions linéairement indépendantes 
de l’équation (4). Que chaque fonctionnelle (11) soit solution de 
l'équation (4) découle de l'équivalence, mentionnée plus haut, des 
équations (2) et (6). Les fonctionnelles (11) sont linésirement indé- 


pendantes, car la relation Ÿ Gn£gx — Ô entraîne que È CAT LS 
= 


axW* (g») = 0, or cela n'est possible que pour & = & — 


iL4s 
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= ,..— @n = 0. Enfin, si l’équation (4) avait une solution g 
qui ne soit pas combinaison linéaire des fonctionnelles (11), la 
fonctionnelle W%* (g,) serait solution de l'équation (10) et cette 
solution ne serait pas combinaison linéaire des fonctionnelles g;, 
Bus + + + En, Ce qui est impossible. 

Donc les équations (3) et (4) possèdent le même nombre fini 
de solutions linéairement indépendantes. 

Le théorème 1.4 nous dit que |’ équation (5), et donc l'équation 
(1), admet une solution si et seulement si 


ga (W1(y) =0 (k=1,2,...,n) (12) 
D'après (11), cette condition équivaut à: 


(W 1)" (gi) (y) = WT (85) W)= gx ()=0 (k=1, 2,...,n). 
On vérifie de façon analogue que les conditions 
f(æm) =0 (k=1,2,...,n) 


sont nécessaires et suffisantes pour que l’équation (2) admette une 
solution. 

Condition nécessaire de 2). Soient 2, Ze, . . ., Zn Ot Lys Los +. 
. . ., En des systèmes complets de solutions linéairement indépendan- 
tes des équations (3) et (4) respectivement. En utilisant le théorè- 
me V.7.4, tome 1, et le lemme III.3.1, tome 1, on trouve des fonc- 
tionnelles fi, fo, - . ., În € X* et des éléments y, Ye, : .., Un € 
€ X tels que 


0, jÆk, . 

jen = À 5x Uhk=12,..., 8), (13) 
0, j<Æk, 

AE j=k (j, k= 1, 2, ..) n). (14) 


Appelons Ÿ’ — T (X), Y” — Æ£ ({y1, Ye, - - ., Yn}). Chaque élément 
y E X peut être écrit de façon unique sous la forme 


y=y +y" (VE Y", y'E Y). (15) 


En effet, si l’on pose 


n 


= Lexus v=y—v 
alors, d’après (14), 
8 W= 8) 2 gx (v)8:(x)=0 (G=1,2,...,n), 


si bien que l’équation T' (x) — y" admet une solution et, par suite, 
y’ EY’. L'unicité de la représentation (15) résulte du fait que si 
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n 
n 


y = > axyx E Y’, alors l'équation T'(x) — y” admet une solution 
k=i 


Appelons d'autre part X’ = N (f1, fo, . .., f,) et X° — 
= L ({Tis Tes + + «+ Æn}). Comme dans ce qui précède prouvons que 
tout élément x € X peut être représenté de manière unique sous la 
forme 


z=zxz +z" (zx EX’, 1" EX”). (16) 
Construisons l'opérateur W, en admettant que 


W;(z)=T(z) + à fr () Un, 


et montrons que W, réalise une bijection de X sur lui-même, donc 
possède un inverse continu (théorème XII.1.2). En effet, soit y un 
élément quelconque de X. Mettons-le sous la forme (15): 


y=y + y", 
n 
où y'EY'=T(X), y”— > axYr E Y”, c'est-à-dire l'équation 
K=1 
T (x) — y" admet une solution x’ que l’on peut supposer apparte- 
nir à X’#). 
En posant 
ñn 
L— Sata, z*=zxz' +" 
ki 


et en tenant compte de ce que T'(x")=0, f;(z’)=0 et de (13), 
on obtient 


WG) =T G)+TGN+ 2 het (+ 


ñn n n 
+ 2 fa ( 2 @yt;) Ur =" + 2 ARYR = Ye 


Montrons que l'équation W, (x) = y n’admet de solutions autres 
que z*. En elfet, dans le cas contraire il existerait un élément x, — 0 
tel que 

Wi (to) = 0, 
c'est-à-dire 


T (to) + 2 fn (To) Ya = 0. 


*) En effet, en mettant la solution x sous la forme (16): zx = zx’ + x”, 
et, en tenant compte de ce que 7 (x°) = 0, on aura y” = T'(x) = T (x’). 
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De plus T(x)EY et D fa (to) Yr EY”. L'unicité de la représen- 
k=1 


== 
tation de l'élément zx, sous la forme (15) nous conduit aux 


relations 
n 


T (xs) = 0, 23, fn (0) ya = 0, fn (Zo) = Ÿ (k= 1, 2, .., n), 
d'où il résulte que x, = 0 (puisque x, appartient à la fois à X” et 
à X'). 
Pour achever la démonstration du théorème il suffit de poser 


Va (x) = — à fn (Z) Yr- 


REMARQUE. On laisse au lecteur le soin de vérifier que si dans 
les conditions 1) ou 2), on remplace l'opérateur 7 par T*, on obtient 
deux conditions qui sont également nécessaires et suffisantes pour 
que l'opérateur 7 soit justiciable de l’alternative de Fredholm. 

5.2. La suite de l’exposé se base sur deux lemmes simples. 


LEMME 1. Soient À et B deux opérateurs linéaires continus d'un 
espace normé X dans lui-même. Si ces opérateurs commutent et si l’opé- 
rateur C = AB est inversible, les opérateurs À et B le sont également. 

DEMONSTRATION. Prouvons tout d’abord que les opérateurs A 
et C”! commutent. En effet, on a 


A = C'iCA = C-1ABA = C”1A (AB) = C”!'AC. 
Une multiplication à droite par C-! nous donne AC”! = C-i4. 

La permutabilité des opérateurs À et C7! nous permet d'écrire 

B (AC”1) = BAC”! = CC'i=I 
et 

(AC”!) B = C''AB = CTiC = I, 
d’où résulte l'existence de B71 — AC71. On démontre de façon 
analogue l'existence de A7! = BCTt. 

REMARQUE. Si l'opérateur C7! est continu, il en sera de même 
des opérateurs A7! et B71. 

LEMME 2. Soit U un opérateur continu dans un espace X. Entre 
l'ensemble caractéristique x (U) de l'opérateur U et l’ensemble caracté- 
ristique x (U”') de l'opérateur UT on a la relation 

[x (OU) x (0), 
c'est-à-dire si À E x (U), ÀT € x (UT). 
DEMONSTRATION. Posons 8 — eïi/n, On a 
1 — AU = (I — AU) (I — heU)... (1 — heTAU). 
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Si À" 6 x (U”), en posant 
A=IT—AU, B=(1—3he0)...(I — ke" AU), 
C'=T= Ur. 


on trouve qu'il existe l'inverse continu C7‘. Donc, d’après la remar- 
que suivant le lemme 1, il existe l’inverse continu A4”!, c'est-à-dire 
x € x (U). 

9.3. Admettons comme dans 5.1 que X est un B-espace et consi- 
dérons un opérateur linéaire continu ÜU dans X. 


THÉOREME 2. Supposons qu’il existe un entier naturel m tel que 
l'opérateur U" soit compact. Alors l'alternative de Fredholm est va- 
lable pour l'opérateur T = I — U. 


DEMONSTRATION. D'après le lemme 2, l’ensemble caractéristique 
x (U) est composé de points isolés, donc le cercle unité du plan 
complexe ne renferme qu'un nombre fini de points À, Ào, . .. 
... Av € X (U). 

Supposons que p parcourt l’ensemble des nombres premiers ; 
les nombres 


e2hni/p  (k—1, 2, ..., p—1) 
sont tous distincts, donc pour p, assez grand 
Aer. pps KA, 2, pis J=1,.2,:2,:v)s t) 


On peut admettre que m est un nombre premier, et de plus m > 
> Po. Considérons le développement 


I—U"=(—-UVU)(I—-eU0)...(l — e"1U) = (1—U) V, (18) 
où 
eg — eñim, V = (l — eU)...(I — e" AU). 


D'après (17), les opérateurs 1 — &"U (k — 1, 2, ..., m — 1) sont 
inversibles, donc existe l'opérateur continu V-1. Mais alors 


= JU = (I — Ur) V1 = Vi — Umy-1, 


L'opérateur V-! étant inversible et U"V-1 compact, on peut se 
servir du théorème 1. 

Ceci achève la démonstration du théorème. 

5.4. Le théorème de l’ensemble caractéristique d’un opérateur 
compact (théorème 2) est valable pour les opérateurs du théorème 
précédent. Plus exactement on a le 


TH£OR£ME 3. Si l'opérateur UT est compact pour un m, alors 
4) l'ensemble caractéristique x (U) de l'opérateur U est composé 
uniquement de valeurs caractéristiques, chaque valeur caractéristique 
étant de rang fini et Le sous-espace propre associé de dimension finie: 
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2) chaque disque | À | LR du plan complexe ne contient qu’un 
nombre fini de valeurs caractéristiques. 


DEMONSTRATION. Grâce au lemme 2 on peut se contenter de prou- 
ver seulement la partie 1) du théorème. La première proposition 
de {) découlant manifestement du théorème 2, il nous reste à dé- 
montrer que le rang de chaque valeur caractéristique est fini et que 
le sous-espace propre associé est de dimension finie. 

Sans restreindre la généralité on peut admettre que la valeur 
caractéristique considérée est À, — 1. Posons T,, = 1 — U". En 
vertu de (18) on a 

Fm VT,; PEN TT; 
Les opérateurs T, T,. V et V-! commutant entre eux, on a 
Th, = V'T", T'= VTT (n = 1, 2 sas 
D'où il suit immédiatement que 
N(Tm)=—N(T"). (19) 

L'opérateur UT" étant compact et la proposition à prouver ayant 
déjà été établie pour de tels opérateurs, en vertu de (19) elle est vraie 
pour le cas envisagé. 

En conclusion citons un exemple d’opérateur linéaire continu U 
non compact dont la puissance U* est compacte. 


Soit X l’un des espaces PP (1 < p < oc), ce, co. Pour x ={E,} € X 
posons y = U (x), où 


pour z impair, 


0 
y = {nn} (ne = Le. pour n pair; do } 


De toute évidence UV? = (. 


REMARQUE. Les théorèmes du $ 4, prouvés pour des opérateurs 
compacts, n’ayant utilisé que les propriétés de compacité des opéra- 
teurs mentionnées dans le théorème 1.1 et le théorème 3.1, et ces 
théorèmes s’étendant sans changement aux opérateurs examinés 
plus haut, les résultats du $ 4 sont également valables si l’on consi- 
dère qu'une puissance seulement de l’opérateur U est compacte. 


$ 6. Application aux équations intégrales 


6.1. Considérons l’équation intégrale 
1 
z(s)— 2 | K(s, 1)2(6) dt=y(s), (1) 
0 


où Æ (s, t) est supposé continu dans le carré [0, 1; 0, 1]: Si l’on 
traite l'intégrale comme un opérateur linéaire dans l’espace C [0, 1], 
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on s'aperçoit que l'équation (1) est une équation du type étudié dans 
les paragraphes précédents. 

On pourrait envisager une équation intégrale d’une forme plus 
générale que (1), par exemple 


z(s)—2 |K(s, t)z(t) dt =y (s), (1”) 
j 


où T est un ensemble borné fermé d'un espace euclidien à x dimen- 

sions (s et { sont des points de cet espace). Toutes les démonstrations 

effectuées pour l'équation (1) étant valables sans changements nota- 

bles pour l'équation (1'), nous étudierons Île cas le plus simple. 
L'opérateur intégral U 


—” 


1 
z=U (x), 2()= Û K(s, t)z(t)dt, (2 
0 


traité comme un opérateur de C [0, 1] dans C [0, 1] a pour norme 
(cf. I11.2.4, tome 1) 


1 


IU = max | |K(s, t)l dt 
5 9 


et est compact (I1X.2.1, tome f). 
Ecrivons l'équation (1) sous la forme 


x — AU (x) = y. (3) 


La solution z* de cette équation, dont l'expression en fonction de y 


est 
z* = y + AB, (y), 
peut être, d’après le théorème 4.1, développée en la série 
2 = y + AU (y) +... + AU" (y) +... (4) 
qui converge pour tous les 
JA |<<+=r, 


oùd= lim y [[U" || et r la distance du point À = 0 à l’ensemble 
n +0 

caractéristique de l’opérateur U (théorème 4.2). La série (4) est, 

en tout cas, convergente pour 

1 


<= 7 — —— 
max | | K(s, t) | dé 
2 0 


5—01292 
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Comme indiqué dans V.3.8, tome 1, les puissances de l'opérateur 
U seront aussi des opérateurs intégraux. Notamment : 


1 
z—U"(x), 3(s)— | Kh(s, t)z(t)dt (n—1, 2,...), (5) 
0 


où X, (s, t) sont les noyaux itérés. 

En portant (5) dans (4), on obtient le développement de la solu- 
tion de l’équation intégrale (1) en série suivant les puissances du 
paramètre 

1 1 
a (= y (+ | K(s Dy(at)+... +" | Ka (s, du (0 dt+ 
0 0 
De plus, la série converge uniformément en s € [0, 1]. 
La série 


= U+LAR TL... HATIUT EL... (6) 


étant convergente dans l'espace des opérateurs de C [0, 1] dans 
CI0, 1], on a 

1 
ax max || À td tKj(s, t)| dt ——0. 

0 


Le 


| 5" 15-115 || .— 


J=m+ 1 


Donc, pour chaque s € [0, 1] fixe, la série 


Ÿ MIX (s, 1) (7) 
j=1 
converge uniformément en s € [0, 1] dans l’espace L'. La somme de 
cette série, la fonction l(s, t; À), est appelée résolvanie de l'équation 
intégrale (1). Il est clair que 


i 
BA(y)(s)= | T(s, 1; À)y() dt. 
) 
en conséquence de quoi on peut mettre (4) sous la forme 
1 
at (s)=y(s)+A | T(s, 4; A)y(6) dt. 
ù 


Si |A | <r, le théorème 1.3 nous dit que le processus d’appro- 
ximations successives pour l'équation (3) est convergent; appliqué 
à l'équation intégrale (1) ceci nous amène au résultat suivant : 
A | À |  r la solution de l’équation (1) peut être obtenue comme 
la limite d’une suite {x, (s)} uniformément convergente de fonctions 
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continues, définies par la formule récurrentielle 
1 
F 
LZn+1(s) = À ] K(s, t)r\(t)dt+uy(s) (n—0, 1,...), 


Zo (t) étant une fonction continue quelconque. 
6.2. Si le noyau X (s, t) s’annule pour sf, l'équation (1) 
devient 


z(s)— À | K(s, t)x (t) dt = y (s). (8) 
0 


Les équations de cette nature sont appelées équations intégrales 
de Volterra. 

Il est immédiat de vérifier que les noyaux itérés de l’équation 
de Volterra s’annulent également pour s << t. 

Supposons que le noyau XÆ (s, t) est continu pour 0<t< 
< s < 1 et prouvons que le développement (4) a lieu pour tous les À 
complexes, c'est-à-dire r — oo. 

Posons | Æ (s, t)| < M. Pour X, (s, t) on a immédiatement 


LA, (s, )1< M" (n=1, 2, ...). (9) 


sn 
(n— 1)! 
En effet, cette majoration est triviale pour x = 1, et si elle est 
valable pour un nr > 1, alors 


LKnui(s, D1S ŸIK(S, u) Ki (u, D 1 dt 


Cu 


De (9) il résulte 


. À . 5 ; F n—1 Mn 
I U ms | Ka (s, D Id<M es RU 


d'où 


ñ ET : ES 
VTOT<M V me © 
Donc, r = et l’opérateur intégral de type Volterra ne possède 
pas de valeurs caractéristiques. 
6.3. Revenons à l’équation (1). L'opérateur (2) étant compact, 
l'alternative de Fredholm a lieu pour l’équation (3). Ceci nous 
conduit au résultat suivant pour l'équation intégrale (1). 


D* 
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TH£OREME 1. Ou bien l'équation (1) admet une solution unique 
continue quelle que soit la fonction continue y (s), ou bien l'équation 


| 
z(s)—A | K(s, t)x(t) dt =0 (10) 
0 


possède un nombre fini de solutions linéairement indépendantes x; (s), 
Zo (S), - . ., æn (s). Ceci étant, l'équation 
1 
p(t)— À | K(s, i)w(s) ds —0 
0 


admet aussi n solutions continues linéairement indépendantes W: (1), 
Ÿe ({), ..., W, (t). Dans le dernier cas, l'équation (1) possède une 
solution si et seulement si 


1 


| Vx (s)y(s) ds = 0. 


0 


Les valeurs de À pour lesquelles l'équation (10) possède des 
solutions non nulles sont appelées valeurs caractéristiques de l'équa- 
tion (1) ou du noyau X (s, t). Autrement dit, les valeurs caracté- 
ristiques de l'équation (1) ne sont autres que les valeurs caracté- 
ristiques de l'opérateur ÜU. Donc, pour la plus petite valeur caracté- 
ristique en module de l’équation intégrale on a la minoration 


1. 1 1 = __— 
| Ai | RER ———— 2 5 |A(s, t)1° 
max | |A(s,t)|dt st 

0 


En utilisant la dépendance de la solution de l'équation (3) par 
rapport à À, on arrive, en vertu du théorème 4.5, au résultat suivant. 


TH£OR£ME 2. Au voisinage d'une valeur caractéristique À, la solu- 
lion de l'équation (1) peut être mise sous la forme 


z* (s) = V-r (s) + . + Y=1 (s) + 


(À — ho)" À — do 
+ yo (s)+ +. + Yan (S) (À — A)" +... | 
où yn (s) (k = —r, ..., 0, ...) sont des fonctions continues dépen- 


dant uniquement de y. La série du second membre est uniformément 
convergente en s € [O, 1]. 


Donc, pour chaque s € [0, 1] fixe, z* (s) est une fonction mé- 
romorphe de À, de pôles aux valeurs caractéristiques. 
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6.4. Considérons maintenant l’espace L? (D), où D est un domaine 
borné d’un espace à n dimensions, et l'équation intégrale 


x (s) —À K(s, t)z(t)dt=—y(s) (sED). (11) 


D 


Supposons que le noyau X (s, t) vérifie les conditions du théorè- 
me XI.3.3, tome 4 (pour g = p), c'est-à-dire 


n {fiké6 pra}"<c (sep; 
D 

2) {IA (S D 1° ds}&C: (ED): 
D 


3) p—r(p—1)<0< p. 


Le théorème cité ci-dessus nous dit que l’opérateur intégral U de 
noyau X (s, t) sera un opérateur compact de L? (D) dans L? (D), 
de norme || U || & C1-5/P CS/P et, par suite, tout ce qui a été dit 
sur l’équation (1) est valable pour l'équation (11). 

En particulier, si le noyau X (s, t) est de type potentiel, c’est-à- 
dire si 

B (s, tt 
K (s, D= 

où Z3 (s, t) est une fonction continue bornée pour st, et m< n, 
alors les conditions indiquées plus haut seront remplies (théorè- 
me XI.3.6, tome 1). 

Si, de plus, B (s, t) est une fonction continue et 

n 
P> n—m ? 

alors d’après le théorème XI.3.7, tome 1, l'opérateur U sera un 
opérateur de L? (D) dans C (D), si bien que dans ce cas les séries 
entières qui représentent les solutions x* (s) au voisinage d’une 
valeur caractéristique ou au voisinage du point 0 seront uniformé- 
ment convergentes. 

Le détail des énoncés est laissé au soin du lecteur. 


$ 7. Sous-espaces invariants d’un opérateur. 
Le problème d’approximation 


Le carrefour des années 1960-1970 a été marqué par d'importantes 
découvertes en théorie des B-espaces. L'une d'elle est la caracté- 
risation des espaces hilbertiens donnée par Lindenstrauss et Tzafriri 
(cf. théorème V.3.3, tome 1). Nous nous arrêtons ici sur deux résul- 
tats importants. (La théorie des B-espaces dans son état actuel est 
accessible dans l’ouvrage de Lindenstrauss et Tzafriri.) 
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7.1. Soient X un B-espace, U un opérateur linéaire continu 
dans X. Un ensemble linéaire fermé Æ € X est un sous-espace inva- 
riant de l'opérateur U si U (E) GE. Il est évident que {0} et X 
sont des sous-espaces invariants. Un sous-espace invariant Æ est 
non trivial si E Æ X, {0}. Si un opérateur possède un vecteur propre, 
c'est que son sous-espace invariant est de dimension un. Cependant, 
même un opérateur compact peut ne posséder aucun vecteur propre. 

Exemple: l’opérateur intégral de type Volterra (cf. 6.2). Mais 
cet opérateur possède plusieurs sous-espaces invariants. Par exemple, 
pour tout a € JO, 1[ l’ensemble de toutes les fonctions x € C [0, 1] 
nulles sur l’intervalle [0, a] est un sous-espace invariant. 

En 1935 J. von Neumann a prouvé que tout opérateur non nul 
compact dans un espace hilbertien possède un sous-espace invariant 
non trivial *). Dernièrement, V. Lomonossov [1] a donné une dé- 
monstration simple d’un fait plus général (nous indiquons la variante 
de la démonstration proposée par Hilden). 

Soit U un opérateur compact dans un B-espace X de dimension 
infinie. Désignons par % l’ensemble des opérateurs commutant 
avec Ü, c'est-à-dire l’ensemble de tous les T € B (X. X) tels que 
TU = UT. Il est évident que Y est un sous-espace vectoriel de 
B (X, X), stable pour la multiplication des opérateurs. 


TH£EOREME 1 (Lomonossov). Il existe un sous-espace E dans X, 
qui est un sous-espace invariant non trivial pour ious les opérateurs 
TEA. 


DEMONSTRATION. Comme Ü = 0, on peut admettre que || U || — 
— 1. Il existe en outre un élément x, € X tel que 


Izol>1 et HU) > f. (1) 


Soit B une boule unité ouverte de centre x,. L'opérateur U étant 
compact, À — U (B) l’est également. Mettons tout x € B sous la 
forme x — x, + z, où |[z || << 1. Si y = U (x), alors y = U (xs) + 
+ U (z) et [U() I<1. Donc 

y > Ÿ (to) 1 — NU GIZ NU (co) 1 — 1 = 8 > 0, 


d'où 


IylZ>ô>0, VyeEKk, (2) 


où Ô ne dépend pas de y. Distinguons deux cas. 

a) L'opérateur ÜU possède une valeur propre non nulle À. Dé- 
signons par W, le sous-espace propre associé à À. Montrons que W, 
est un sous-espace invariant pour tout T E A (il est évident que 


*) Ce résultat de Neumann a été publié dans l'article d'Aronszain et Smith 
[1] où il est généralisé aux B-espaces. 
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N, ZX, puisque U est compact). Si x € N,, alors 
U (T (x)) = T (U (x)) = T (x) = AT (x), 
d'où T (x) € M;. 
b) L'opérateur U ne possède pas de valeurs propres. Le spectre 


Oo (U) ={0}. Donc, le rayon spectral de l'opérateur U est nul, et, 
d'après 4.1, pour tout À 


[AO * 1 —— 0. (3) 


Admettons qu'il n'existe pas de sous-espace non trivial, invariant 
pour tous les T € %. Pour un x + 0 de X considérons le sous-espace 
L,, adhérence de L, ={T (x): T € A}. A étant un espace vectoriel, 
L: l’est aussi. Si y € L:, alors y — T, (x), To E A. Pour tout TEA 
on a TT E A, d'où T (y) = (TT;) (y) E L:. Ceci et la continuité 
des opérateurs de % entraïnent que le sous-espace L, est invariant 
pour tout opérateur de J. 

Comme l'opérateur identique 7 appartient à %, x E L:, d’où 
L, {0}. L, = X pour tout x = 0, puisque nous avons admis qu’il 
n'existait pas de sous-espace invariant non trivial, donc L: N À 
n'est pas vide. 

Par suite, pour tout x = 0 il existe T E A tel que T (x) E B, 
d'où 

U T-1(B) = XX {0}. 
TEU 

D'après (2), X & XX {0}, d'où {7T-1(B): T E A} est un recou- 

vrement ouvert du compact X. Extrayons de ÆX un recouvrement fini: 


KE Ù Ti (B). 
im i 


Considérons le point x, choisi en début de démonstration (on 
rappelle que x, vérifie (1)). Comme U (x) € U (B) & K, il existe 
El, m] tel que U (x) € T5! (B). Alors 


T1 = Ti, (U (to)) € B. 
De façon analogue, il existe i, € [1, m] tel que 
ts = Ti, (U (x))EB, 
etc. On obtient une suite {x,} € B telle que 
2, UP; UP: sa TU (ti): 
n n—1 n-2 
Comme les opérateurs T'; commutent avec U, il vient 
Tn —= TiTi Ti …. Ti,U" (Zo)- 
Appliquons l'opérateur U à x, : 
Zn —= U (Th) = TT; di 


. TU" *" (x) EX. 
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En vertu de (2) 
Zn 1>8>0 (mEN). (4) 


Estimons maintenant ||z, || d'une autre manière. Posons À — 
= max{|| 7; ||: 1<i<n}. On a 


DEAN VANTE PANNE STE a TE TE 


D'après (3), il résulte que le second membre de (5) tend vers 0 
pour ñ —+ oc, ce qui contredit (4). Cette contradiction prouve le 
théorème. De ce théorème il suit, en particulier, que l’opérateur U 
possède un sous-espace invariant non trivial, c’est-à-dire on retrouve 
l'ancien résultat de Neumann. 

Nous avons vu qu'il n’est pas facile de déterminer les sous-espaces 
invariants non triviaux d'une certaine classe d'opérateurs. Tout 
aussi compliqué est le problème inverse qui consiste à trouver un 
opérateur linéaire continu agissant dans un espace de Banach sépa- 
rable sans sous-espaces invariants non triviaux. 

7.2. Nous avons vu dans ce chapitre que les opérateurs compacts 
s'apparentent par leurs propriétés aux opérateurs de dimension 
finie. Ceci a suggéré à A. Grothendieck [2] la définition suivante. 

On dit qu'un B-espace X possède la propriété d'approximation 
si tout opérateur compact ÜU d'un B-espace YŸ dans X est la limite 
d'une suite d'opérateurs de dimension finie pour la norme de l’espace 
B (Y, X). Ceci revient à dire que pour tout compact À dans X et 
tout nombre & >> 0 il existe un opérateur de dimension finie T € 
€ B (X, X) tel que 

[Tx—z|i<e (xE K). 

Grothendieck s’est demandé si tout B-espace possédait la pro- 
priété d’approximation. Il a prouvé que la résolution de ce problème, 
dit problème d'approximation, passait par la réalisation de condi- 


tions assez concrètes. Par exemple, par la suivante. Si X (s, t) est 
une fonction continue sur le carré [0, 1; O, 1] et 


K(s,t)K(t, u)dt=0, Vs, Vu€[O, 1], 


Sn pe 


alors 


1 
f ke. 1) dt =0. 
0 


Le problème de la base, qui consiste en ce qui suit, a été posé 
antérieurement (voir Banach). 
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On dit qu'une suite {x,} d'éléments d’un B-espace X est une 
base *) dans X si chaque élément zx € X peut être représenté d’une. 
seule manière par la série 


O0 
z= D Ann 
n=i 
convergeant pour la norme de l’espace X. 

Il est évident qu'un espace muni d’une base est nécessairement 
séparable. Tout système orthonormal complet dans un espace hilber- 
tien (cf. IV.5.8, tome 1) est une base. Il y a des bases dans les espaces 
LP (0, 1) et 1,1 < p << oo, C [0, 1]. Dans [IP par exemple, la suite. 
des vecteurs unités, c'est-à-dire des éléments x, = {Er}, où E, — 
= 1, E, = 0 (k= n), forme manifestement une base. 

Le problème de la base est le problème qui consiste à établir si 
tout B-espace séparable possède une base. 

On démontre sans peine que tout espace muni d’une base possède 
la propriété d'’approximation. 

Les deux problèmes mentionnés furent longtemps en suspens. 
Ce n’est qu'en 1972 que le mathématicien suédois Enflo produisit un 
exemple remarquable donnant une réponse négative à la fois aux 
problèmes d'approximation et de la base (cf. Enflo [1J). Plus exacte- 
ment, il construisit un exemple de B-espace réflexif séparable sans. 
propriété d’approximation. donc sans base. Pour plus de détails sur 
ce sujet voir l’article de Peltchinski et Figuel [1]. 

En 1975, A. Chankovski a construit un exemple d’e.f. de Banach 
réflexif séparable sans propriété d'approximation. 


*) La notion de base est due à Schauder [1]. Pour de plus amples détails. 
sur les bases voir Singer. 


CHAPITRE XIV 


THÉORIE GÉNÉRALE DES MÉTHODES 
D’APPROXIMATION 


Un grand nombre de méthodes fondées sur des principes différents 
ont été proposées et sont pratiquement utilisées pour la résolution 
approchée de problèmes d'analyse mathématique: équations diffé- 
rentielles et intégrales, problèmes aux limites de physique mathéma- 
tique, application conforme, etc. Ainsi, pour les problèmes aux 
limites on se sert des méthodes variationnelles ou semblables aux 
variationnelles (méthodes de Ritz, de Galerkin, des moments, de 
réduction aux équations différentielles ordinaires), des méthodes aux 
différences, des méthodes d’interpolation. Pour juger de l'efficacité 
et du bien-fondé de l’application de ces méthodes, il est nécessaire 
d'en entreprendre une étude théorique dans laquelle se posent dans 
un ordre croissant de précision et de complexité les trois problèmes 
suivants : 

a) établissement de la réalisabilité et de la convergence de l’algo- 
rithme ; 

b) étude de la vitesse de convergence ; 

c) estimation effective de l'erreur. 

Ces problèmes ont été différemment résolus pour chaque classe 
d'équations ct pour chaque méthode. La résolution a soulevé souvent 
de grosses difficultés, dont certaines n’ont pu être tournées à ce 
jour. 

Il importe de regrouper ces recherches et de bâtir une théorie 
unique des méthodes d’approximation. Les idées de l’analyse fonc- 
tionnelle fournissent une approche naturelle de la résolution de ce 
problème. 

Dans ce chapitre nous considérons la construction de la théorie 
des méthodes d’approximations pour une classe d'équations linéaires. 
Dans cette théorie, les équations exacte et approchée seront envisa- 
gées dans des espaces différents qui, certes, sont reliés d’une certaine 
façon, comme c'est le cas dans de nombreuses méthodes concrètes, 
par exemple dans le changement approché d'une équation intégrale 
par un système fini d'équations algébriques linéaires. Du reste, on 
montrera qu'il sera toujours possible de se ramener au cas où l’espace 
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approximant est un sous-espace de l’espace dans lequel est donnée 
l'équation exacte. 

Dans la suite on prouvera des théorèmes de double nature: des 
théorèmes qui permettent sur la base des données sur l'équation 
exacte d'établir la résolubilité de l’équation « approchée » et la 
convergence de la solution approchée vers la solution analytique. 
et, au contraire, des théorèmes qui, sur la base des résultats de la 
résolution approchée, nous renseignent sur la solubilité de l'équation 
exacte et de l'écart entre les deux solutions. 


Les résultats de ce chapitre sous des hypothèses légèrement différentes 
appartiennent à L. Kantorovitch (cf. Kantorovitch [9]). Certains théorèmes 
du $ 1 ont été précisés par G. Akilov. D'autres constructions de la théorie des 
méthodes d’approximation utilisant l’arsenal de l'analyse fonctionnelle sont 
accessibles dans les travaux de S. Mikhline, M. Krasnosselski, N. Polski, G. Vaï- 
nikko, M. Gavourine et autres. Cf. Vaïnikko : Gavourine ; Krasnosselski et 
autres; Krasnosselski [1]: Mikhline [11]. 


$S 1. Théorie générale pour les équations de seconde espèce 


1.1. Soient X un espace normé, X un sous-espace complet *) 
de X. Supposons qu'il existe un opérateur linéaire continu P de X 


dans X, c'est-à-dire tel que 
P(X)=X, P'=P. 


Il est clair que l'opérateur P laisse invariants les éléments de X. 
Supposons par exemple que X = Ca, blet X est l'ensemble des 
polynômes de degré < (7 — 1). L'opérateur P associe à une fonction 
continue x € Ca, b] son polynôme d'interpolation construit sur un 
système de nœuds 1, Lo, - . ., tn donné à l'avance. 
Considérons par ailleurs deux équations, l'une 


Kz=z— Hz = y (1) 
dans l’espace X, l’autre 
Kz=1—AH x Py (2. 


dans l’espace X. Ici À est un opérateur linéaire continu dans X, H 


un opérateur linéaire continu dans X. L'équation (1) est dite exacte, 
l'équation (2) approchée (associée à l'équation exacte (1)). 


Les espaces X et X et les opérateurs H et À seront dans la suite 
reliés par les conditions suivantes. 


I. (Condition de proximité des opérateurs H et A.) Pour tout 
zEX 
IP Hz Hz |<nlzil 


*) X n'est pas supposé être complet. 
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Cette relation est équivalente à la suivante: 
I PKz—kAzl&lAlnizil @EX). 

IT. (Condition de bonne approximation des éléments de la forme 
Hz par des éléments ide X.) Pour tout x € X il existe zEX tel que 
Nez ml. 

III. (Condition de bonne approximation du second membre de 
l'équation exacte.) Il existe un élément y € X tel que 
y — y ln ll y. 


Contrairement aux conditions précédentes, ici 1: dépend générale- 
ment de y. 

1.2. Pour les équations vériliant les conditions énumérées (ou 
certaines d’entre elles) nous allons prouver des théorèmes liant 
l'équation exacte à l’équation approchée. 


TueoreME 1 (de solubilité de l'équation approchée). Supposons 
que les conditions I et II sont réunies et que l'opérateur K possède un 
inverse continu. Si 


g=lAlm+Nl—-PImMIIATI<1, (3) 


l'opérateur K possède aussi un inverse continu K”!. De plus 


7 KT? | 
MAIS EL. (4) 


DEMONSTRATION. Supposons tout d'abord que l'espace X est 
complet. Considérons l'opérateur Ki —= Î — ÀPH. Pour un élément 


quelconque x de X, construisons x E X suivant la condition II, soit 
Az 2m llzll 
Alors 
ICK—K;)zI= la Hz PHzl|= |A || Hz-zx+ Pr—PHz|= 
AIG) (Hz) SIA INIZ—P ff ze 
L'élément x étant arbitraire, on a prouvé que 
KR — KI TA [7 — PI. 
L'opérateur X, peut être mis sous la forme 
Ki=K(I—K4(K—K;)), (5) 
de plus pour l'opérateur X71 (K—X,) on a la majoration 
KT CK—K,) 1 SAT Z— Pin ATK < 1 
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Le théorème de Banach (théorème V.4.3, tome 1) affirme l’existen- 
ce de l'opérateur inverse (1—K"!(K—K,))"! et 
1 
I—K-1(K— -1 ES 
LA IST 
De la représentation (5) il résulte maintenant que l'opérateur X: 
est inversible: K°71 = (1 — K-:(K — K;)) ! Ki, donc 


| k-1 | 
ER TS PTT (6) 


Dans l'espace X, considérons l'opérateur K,z=z—APHz. Il est 
évident que K;z= K,r pour tout z EX. _L'opérateur X, jouit 
encore de la propriété suivante: si yEX, alors X, yEX. En 
effet, si z'=X\'y, alors z'—PHz'=y, x t=y+PHz Ex. Donc, 
l'opérateur K. dde un inverse continu confondu avec K° sur X et 


AT IRIS (7) 


Majorons maintenant la différence À— K,. D'après la condition 1 
pour tout EX 


MRz— Rizll=1A IN PAz—Ëz<IA nllzl|, (8) 
et par conséquent 


AE: (9) 
Donc, d'après (7), (6) et (9) 
NS EE K-1|1A 
RIRE Re Tr = 
1—0Q 
eg <t (0) 


En mettant l’opérateur K sous la forme À = KA (1 — K°1 (K,— K)) 
et en appliquant encore le théorème de Banach, on prouve l'existence 
de l'opérateur inverse ÆX7! et la majoration 


1 l Art] 
AU — 
ETS TTRUR RTS 
ARE P nil KT 1) I Ai? || gIEL 1. 
1—q 
Ce qui achève la démonstration du théorème dans le cas à un espace 
X complet. 

Le cas d’un espace X non complet se ramène sans peine au précé- 
dent. En effet, si l’on introduit la complétion de l’espace X, les 
fermetures (cf. théorème V.8.2, tome 1) des opérateurs K et K1 
seront respectivement inverses, la fermeture de l'opérateur À sera 


(11) 
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également liée à l’opérateur À par les conditions I et IT avec la 
même constante n et une nouvelle constante n, aussi proche que l’on 
veut de l’ancienne. 

1.3. Il est naturel de considérer la solution de l’équation appro- 
chée (2) comme une solution approchée de l’équation exacte (1). 
La majoration de l’erreur de cette solution approchée est établie par 
le théorème suivant. 

THEOREME 2 (de majoration de l'erreur de la solution approchée). 


Si les conditions I, II et III sont remplies, l'opérateur inverse K71 
existe (notamment si sont réalisées les conditions du théorème 1) et 
l'équation (1) admet la solution x*, alors 


Ir — 2" plz |], (12) 
où x* est solution de l'équation (2), et 
p=2lAlnl8"lI+(mlAl+mliAIN)A+IÉATPKI). (13) 


DEMONSTRATION. Prouvons tout d’abord que les conditions du 


théorème permettent d'approcher l’élément x* par un élément de X 
avec une précision de l’ordre de n, + n:. Plus exactement prouvons 


l'existence d’un élément zx € X tel que 
at —z lie z* Il, (14) 


e=minf,mIAl+mlAI. (15) 
En effet, en prenant yEX et z2€X d’après Il et III tels que 
Az —2 nat Iy—vl<mlyli<ml KIT" I, 
et en posant T—À2+ y, on aura 
et —2 | = AM" + y — (Az + y) II A+ XI) a" I. 


D'autre part (14) est réalisée pour e — 1 si l’on pose x=0. D'où 
il suit que pour € on peut prendre (15). 
Passons maintenant à la démonstration de l’inégalité (12). 


En désignant 7,— À PKzx, on aura 
Rat Ir — 21420 + so 241. (16) 
Evaluons chaque terme séparément. Le premier terme a été 
majoré dans (14). 
Le second se majore comme suit: d’après la condition I 
Ur ro = RTR TZ RUPKz I RTL Az — PAT IIS 
<lAnl <= IIzI. (7) 
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Mais d'après (14) 
ZI + rt x UR(+e) 1z* IL 
En portant ceci dans (17), on obtient en définitive 
z—2 121 n (+) I KT I 2 Il. (18) 

Majorons le dernier terme de (16) en tenant compte de ce que 

z* est solution de l’équation (2), donc que 
Fx = RPKa*. 
D'après (14) 
LZo— 2% || = 1 É-PKT— R-1PKr* || 
| A-PK || z—2* [1e ll À-PK [| || r* ||. 

En combinant ceci avec (14) et (18), on arrive à la majoration 

Let — 2% An A+e) A IH e (HI A PK lIz* il. (19) 


Reste à remarquer que 1+e<2 et em |A | + || Æ ||. 
C.q.f.d. 
REMARQUE 1. Parfois on peut établir directement, sans passer 
par les conditions II et III, la possibilité d'approcher z* par un 


élément de X. Dans ce cas on peut encore se servir de l'inégalité 
(19), et l’on peut bien sûr se dispenser des conditions II et III. 

Il est utile de remarquer que dans ce cas il est question d’un élé- 
ment z* concret dont e peut dépendre, alors que dans la condition I] 
on a supposé que "n, ne dépendait pas de x. 

REMARQUE 2. Grâce au théorème 2 il est facile de majorer l'écart. 
entre la solution approchée et la solution exacte sans recourir aux 
données relatives à la solution exacte. Plus exactement, si l’on se 
place dans les conditions du théorème 2 et si de plus p << 1, alors 


(at — 24 1 2 A. (20) 


En effet 
SAT A+ TES — 2 |]. 
En tenant compte de ceci dans l'inégalité (12), on obtient 
[rt — 2% 1 p IX A+ pa * — 2* ||, 


d'où l’on déduit sans peine (20). 
1.4. Soient une suite d’équations approchées et les solutions 
approchées obtenues à l’aide de ces équations. Dans ce cas l’espace X, 


les opérateurs À (K), P et les constantes 1, ni, Mer ÿ Ps €. .. 
dépendent de l'indice r que nous omettrons pour alléger |” écriture. 
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Le théorème suivant exprime les conditions de convergence de la 
suite {x%} de solutions approchées vers la solution exacte. 

THÉOREME 3. Si 

1) l'opérateur K admet un inverse continu ; 


2) pour chague n = 1, 2, ... sont réalisées les conditions I, II, 
ITI et de plus 


> 


linmn=0, limmliP|I=0, limn|P|=0, (21) 


100 


alors pour n assez grand les équations approchées admeltent chacune 
une solution et la suite de ces solutions approchées converge vers la solu- 
tion exacte: 


lim ||z*—z* || = 0. 
n —00 
Plus exactement 
[z* — 2% 11 Qon + Qui 11 P 11 + Qene Il P 11, (22) 
Où Qo, Q1. Q2 sont des constantes. 
DEMONSTRATION. Comme || P || > 1, de (21) il suit que lim "1 = 


ñn — 00 
= 0, donc, pour n assez grand, on aura g << 1/2 dans le théorème 1. 


Par suite, pour les nr indiqués il existe l'opérateur continu £#-! et 
de plus 


nee EL < 2 1 K- 1. 


D'où il suit que || X-! || est bornée indépendamment de n. En tenant 
<ompte de ceci et grâce à la majoration (12) du théorème 2 on ob- 
tient (22). 

REMARQUE. Si dans la démonstration on se sert de la majoration 
(19) au lieu de (12), on obtient 


a*— 2% lISQ'n+Q'ell PI (23) 

et les conditions de convergence (21) sont remplacées par 
limn=0, lime||P||—0. (24) 
n—0c0 nn 00 


La condition III est superflue (s’agissant de la condition IT, elle 
est nécessaire, car elle est utilisée dans le théorème 1; du reste, la 
condition 1 || P || —- 0 peut être remplacée par 9 Lo Li pour n 
assez grand). 

1.5. Le théorème 1 permet d'établir la solubilité de l’équation 
approchée en fonction de celle de l’équation exacte. Le théorème 
suivant permet de tirer la conclusion inverse. 
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TæsorsmEe 4. Si l'opérateur À admet un inverse continu, les 
conditions 1 et II sont remplies et 


r= an A+ IA 0) A+ A nm +R -PKID<1, (25) 


l'opérateur K admet un inverse à gauche continu dont la norme est 
majorée par 


4 1 À 1 1 
kg HAT PIE RUE INRP] (26) 


DEMONSTRATION. Soit x* un élément quelconque non nul de l’es- 
pace X. Il est manifestement solution de l’équation 


Kzx = Kz*. 
D'après la condition II il existe un élément z € X tel que 
Hat —z | <mllz* fl 
Comme z* = ÀHz* + Kz*, il vient 


… Kz* 

Det 22 An 1e II Kat 1 (12 me CD) 1e 1 
Cette inégalité permet d'utiliser le théorème 2 (sous la forme de la 
remarque 1 qui le suit) avec la valeur 


I K à 
em + EL, (27) 
Iz* || 
L'équation approchée est ici 
Kz= PKz* 


et sa solution est 7* — K-1PKzr*. En portant dans (19) la valeur 
de & tirée de (27), on obtient 


_ || 
let RPKze|<[ 1410 (44 im ED) 1 &t+ 


+ (tan + ÉD Gi sPk 1] 1e = 


={j2]n (A+ IA 00) I Ê I  LA +I Ê-LPX 11] | 2% 11 + 
+ A ni Et KPK ||] | Kz* (|. 


D'où 
z* Art — KPK 2% || +1] RP || I Kz* || 
<r|le* Il +R PI + An Ê + IR PE ||] I Kz* || 


ou 


A—7r 
EE || > —— ——— —_—_——Û ——— ||1* || — z* ||. 
Sr PET ENTET EST ES EST 4 SAS 


6—01292 
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Q > 0, puisque r << 1, ce qui prouve le théorème d’après ce qui 
a été dit dans V.4.4, tome 1. 


CoROLLAIRE. Si l'opérateur K vérifie la condition: 

(A) Si l'équation (1) admet une solution unique, elle en admet une 
pour tout second membre; 

alors dans les conditions du théorème existe l'opérateur inverse 
continu Ki, 

1.6. Si la condition III est réalisée avec une grande constante mn», 
c’est-à-dire si le second membre de l’équation (1) n’admet pas une 
bonne approximation par les éléments de X, la solution z* n’admet 
pas une bonne approximation et la solution approchée z* sera mani- 
festement mauvaise. 

Dans ce cas, on a intérêt à « régulariser» le second membre. 
Effectuons le changement x = y + z dans l’équation (1). La nouvel- 
le équation (en z) est 


Kz = y" (y = ÀHy). (28) 


Le second membre de cette équation est « régulier» d’après la condi- 
tion II. 
L’équation approchée de (28) sera 


Rz—}PHy. (29) 


Désignons par z* la solution de cette équation et considérons comme 
solution approchée de l'équation (1) l'élément 


z'=y+z*. (30) 
Comme L 
Uz* — 2 = 12 — 2* |], 


où z* est la solution de l'équation (28), l’erreur de la solution ap- 
prochée (30) se majore à l’aide du théorème 2 (pour n, il convient 
de prendre | À | n1 *“)). Cependant, l’étude directe de ce cas permet 
d'obtenir une meilleure majoration. 


TH£OREME 5. Si les conditions I et II sont remplies et si existent 


l'opérateur inverse continu K-! et la solution x* de l'équation (1), 


alors 
x — 2 << p'Nz* |, (31) 


*) Voire même la quantité moindre | À | n*, pourvu que 
lHy—yI<nily| 


pour un yE x | 
Donc, si la deuxième des conditions (21) est réalisée, on peut toujours obte- 
nir la réalisation de la troisième. 
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où 
p'= [A] (nm (+ IR IPKI)+ IA nl A (A+ ml. 2 
DE£EMONSTRATION. Comme 
2% = ÀHz* + ÀHy = AHz*, (33) 


d'après la condition II on peut trouver un élément z EX tel que 


ATELIER (34) 

Posons 

z= À" PKz. 
Puisque 

Kz*— PKz2*, 
alors 

2*— K-1PKz*, 
d’où 


(24 — 2 SI ATP [1122 A nl PK|IIz* Il. (85) 
D'après la condition I, (34) et (33) 
NZ 20 SNA ITIEZ— PX211< AI nl KI 211 
Al nl À T2 + 11221 


< A NI ATLANTA AI ns) 12% 11 
Mais (34) et (35) entraînent 
at 2 2211411220 1 + 12024 II CIAT na + 
+ Mn IE] (AT + 0) + TA ma I ATLPK |] [z* = p° 11 2* |, 
c.q.f.d. 

On peut de façon analogue améliorer dans ce cas le résultat du 
théorème 4. 

1.7. Etudions la convergence des valeurs caractéristiques de 
l'opérateur H vers les valeurs caractéristiques de l'opérateur H en 
nous limitant au cas où ces deux opérateurs sont compacts, donc au 
cas où leurs ensembles caractéristiques sont discrets. 

Tout d’abord, en se plaçant dans les conditions du théorème 8, 
on peut affirmer que les valeurs caractéristiques de l'opérateur À 
ne peuvent converger que vers celles de l'opérateur H. En effet, 
considérons dans le plan À un disque C, de rayon R centré en l'origine 
des coordonnées et soient A1, À, . .., À les valeurs caractéristiques 
de l'opérateur } situées à l’intérieur de C,. Désignons par D le do- 


6 
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maine fermé obtenu à partir de C, par élimination des ô-voisinages 
des points A4, À+, ..., An. Dans ce domaine l'opérateur X%! (X, — 
— [ — À) existe et || X5°' || est bornée comme fonction de À. Le 
théorème 3 nous dit alors que || X%' || (Æ;, = Z — ÀH) est bornée 
indépendamment de rx assez grand. Donc, sous les conditions indi- 
quées, les valeurs caractéristiques de l'opérateur À ne peuvent se 
trouver que dans les ô-voisinages mentionnés ou à l'extérieur de C,;, 
d’où il est clair que si pour r? — elles admettent une limite finie, 
celle-ci sera confondue avec une valeur caractéristique de l’opéra- 
teur A. 

D'autre part, chaque valeur caractéristique de l’opérateur À est 
limite de valeurs caractéristiques de l'opérateur H. En effet, si un À 
n'était pas limite, alors dans un voisinage du point À,, limité par le 
cercle C;,, il n’existerait pas de valeurs caractéristiques de l'opéra- 
teur À (pour 7 assez grand). La fonction || X3° || est bornée sur le 
cercle C:, donc la fonction || X%3' || l’est aussi en vertu de (11). Par 
suite, || X3' || serait également bornée par le même nombre à l’inté- 
rieur de ce cercle. Ce dernier fait résulte du principe du maximum 
du module, appliqué à la fonction analytique d (À) = f (Kï'zx) (f est 
une fonctionnelle arbitraire dans l’espace X, x un élément quelconque 
de X). En appliquant le théorème 4 on établirait l'existence de X5! 
dans tout le voisinage, ce qui nous amène à une contradiction. 

La convergence des valeurs et éléments propres dans le cadre de 
la théorie générale des méthodes d’approximation a été étudiée par 
Troïtskaïa [1] et Vaïnikko (cf. aussi Mikhline [II)). 

1.8. Signalons un cas important où il est possible de simplifier 
l'énoncé des théorèmes prouvés précédemment. 

Souvent l'équation approchée (2) est construite d'une manière 
spéciale. Plus exactement, pour opérateur Æ on considère l'opérateur 
PH *); donc l'équation approchée est : 


z—}PHï=Py (K=PK). (36) 
La condition I est visiblement réalisée pour n = 0. Ceci permet 


de simplifier l'énoncé des théorèmes. Ainsi, dans le théorème 1, 
il convient de prendre 


g=|Almil—P NX" ||. (37) 
Dans le théorème 2 


p=(mlAl + ll EÆ 1) (4 +1 À-1PX |). (38) 


*) H doit être considéré comme un opérateur de X dans X. 
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Les conditions (21) du théorème 3 sont remplacées par 
lim mIPI = lim il P||= 0. (39) 


Dans le théorème 4 


: : 1+1] K-1P K-1PK 
r= [Am A+IER PE), (AI ECETETE RER. (40) 
Indiquons les conditions garantissant la réalisation des relations 
(39), donc la convergence de la suite des solutions approchées . vers 
la solution exacte. Soit donnée une suite d'opérateurs P, projetant 
X sur les sous-espaces X,. A chaque P, correspond une équation 
approchée (36). 
THÉOREME 6. Si 
1) X est un espace complet; 
2) P,— I sur X, c'est-à-dire lim P,xz = zx (x € X): 
ñn+00 
3) l'opérateur H est compact ; 
alors les constantes nf") et nf") des conditions IT et III peuvent être 
choisies telles que nf — 0 et nf) — 0 pour n —+ oo. 


DEMONSTRATION. Soit B la boule unité de l’espace X. L'ensemble 
H (B) est compact, donc P, — I uniformément sur H (B) d'après 
le théorème de Guelfand (IX. 1.4, tome 1). En posant 


n= sup [Paz (1,2, ...), 
:€EH(B) 


on aura 
1 PGM > 0. 
D'autre part, pour tout x € ". 
Paz Hz ln zx: 
Comme P,HxEX,, il résulte de cette inégalité que n! 


la condition II. 
Pour n°: on peut prendre la quantité 


1 SE | Pny —y Î 
: Il y | 


qui tend manifestement vers 0. 


m9 vérifie 


COROLLAIRE 1. Si dans les conditions du théorème À n'est pas 
valeur caractéristique de l'opérateur H, alors les conditions du théorème 3 


sont remplies et par conséquent la suite {x*} des solutions approchées 
converge vers la solution exacte. 


En effet, (39) est réalisée puisque sup || P, || << © d'après la 
condition 2) du théorème (VII.1.2, tome 1). 
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CoRoOLLAIRE 2. Les valeurs caractéristiques de l'opérateur H sont 
limites des suites de valeurs caractéristiques des opérateurs H,. 


Appesantissons-nous sur le cas où X est un espace de dimension n 

finie. Chaque x € X se représente d'une seule façon sous la forme 
TZ — C1@1 + CoQo FT ece + CnOn) (41) 
où les éléments @1, @2, + .., © forment une base dans X. 
KE Soit f1, fo, + - . fn un système de fonctionnelles linéaires dans X, 
complet dans X, c’est-à-dire tel que 
f(x) =0 (j=1,2,...,n) 

entraîne z=0. 

L'équation approchée (36) est équivalente au système 

f (PK x) = f;(Py) =t,2;ssssn) 


Si l'on cherche la solution de l’équation (36) sous la forme (41), 
on obtient pour les coefficients c,; le système d'équations linéaires 
algébriques 


n n 
2 amer à 2 ŒjrCh — b; (j — 1: 2: Re n). (42) 


an = f;(on), Gjx = f; (PHox), by =}; (Py) 
DR =, 2:51): 


Si le système de fonctionnelles f,, f., . .., fn est biorthogonal 
à la base @1, &o+, . .., &,, le système (42) se simplifie: 


Ch 2 ayncn —b; (j=1,2,...,n) (43) 


En particulier, si X est un espace hilbertien et P un projecteur, 
en supposant que le système 1, @o, . .., @A est orthonormal on 
obtient 


an = f; (PHo;) = (PHos, ©) = (Ho,, Po;) = (Ho, w;) 
Ü,-k:= 1; 2; :;:;n), 
b; = f; (Py) = (Py, @j) = (y, Po;) = (y, & j) G = 1, 2, 1), 
et le système (42) s'écrit sous la forme 


n 


C2 2 ex (Ho, &j) = (y. w;) (j—1,2,...,n). (44) 
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Le système (42) sera appelé système de la méthode de Galerkin dans 
la forme abstraite *). 

Voici un autre cas particulier de la théorie générale, donnant lieu 
à de plus grandes simplifications. 

Si l’espace X est confondu avec X, les conditions II et III sont 
manifestement réalisées avec n1 = 2 = 0. La condition I se trans- 
forme en la condition de proximité des opérateurs À et H (qui agis- 
sent alors dans le même espace) 


LA — À | &n. 


On remarquera que ce cas ne présente pas un intérêt notable du 
point de vue de la théorie générale, car tous les théorèmes peuvent 
être démontrés par des moyens élémentaires (cf. V.4.6, tome 1). 

1.9. Il arrive fréquemment que l’équation approchée de telle 
ou telle méthode est considérée non pas dans un sous-espace de X 
mais dans un autre espace X qui, généralement, est isomorphe à un 
sous-espace de À. 


On admettra que dans un sous-espace complet X & X est défini 
un opérateur linéaire continu ®, appliquant bijectivement X sur 
l’espace complet X. Ces conditions assurent la continuité de l’opéra- 


teur inverse ,'. On supposera qu ’il existe un opérateur linéaire 
continu , prolongement de p, à À tout entier; donc, œ est un opéra- 


teur linéaire continu de X sur X, confondu avec ®, sur X. 


Si l’on considère le projecteur P de X sur X, introduit dans 1.1, 
pour q on peut prendre 


P = PoP. (45) 
En multipliant les deux membres de cette égalité par p;*, on obtient 
P = pp. (46) 


Les éléments des espaces X et X se correspondant par une bijec- 
tion, l’équation approchée (2) peut être transformée en une équation 
uvre mais dans l’espace X. Pour cela il faut remplacer x par 


p, x dans l'équation (2), puis appliquer l’opérateur @, aux deux 
membres de l’équation. On obtient 
Z— Po QT = Poly. 
Désignons par H l'opérateur de X dans X 
H = pq. (47) 


y Pour les équations non linéaires la méthode de Galerkin est développée 
dans les ouvrages: Krasnosselski et autres et dans Vaïnikko. 
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et, en tenant compte de (45), mettons l'équation approchée sous la 
forme 


Kz=z—)\Hrz=qy (K— PR ps?). (48) 


La forme (48) de l’équation approchée étant fréquente dans les 
applications, nous allons énoncer les principaux théorèmes de la 


théorie générale en termes d'opérateurs À, ® (et À). Pour cela il 
faut partout remplacer P par son expression (46). Pour l'opérateur 


À (KR) il vient de (47) 
H= pH (À = pKpo)- (49) 


Attardons-nous sur la condition I. Dans les nouveaux termes elle 
devient 


los Hor—g'pHzl<nlzll (TE X). 
Cette inégalité sera réalisée sous la condition 
I bis. Pour tout zEX on a 


Apr pAHz|<nlzll. 
Pour n, dans la condition I, il convient de prendre 


n=nlp lil. (50) 


Les conditions IT et III subsistent, car elles ne portent pas sur les 
opérateurs Æ et 2. 
Donnons maintenant une nouvelle formulation du théorème 1. 


TH£OREME 1 bis. Si sont réalisées les conditions I bis, II, l’opéra- 
teur K admet un inverse continu et 


g=1Alimlies1+17—@'olnl IA <1, (51) 
alors l'opérateur K possède aussi un inverse continu K-1 et de plus 
IL + NS = an (52) 

où 
N=|\ A1] @oll 1 ps” 1. (55) 


En effet, K— CoR ps! et, d’après le théorème 1, l'opérateur 
K admet un inverse À et est justiciable de la majoration (4). 

Si z* est la solution de l'équation (48), la solution approchée 
z* de l'équation (1) sera z* — œ;'x*. L'erreur de la solution appro- 
chée peut être majorée avec le théorème 2 mutatis mutandis. 

TH£OREME 2 bis. Si sont réalisées les conditions I bis, II et III, 
l'opérateur inverse continu K71 existe et l'équation (1) admet une solu- 
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tion xz*, alors 
Let — pot r* || p || z* |, (54) 
où 
p=(t+e)lAlnlesK1|l+e(1+1eK-1oX ||), (55) 
et 


eh À] + À ||. 
Pour p on peut prendre également 


p=2hniqtille"tk"pll+e(t+loK"1pÆ|). (56) 


La possibilité pour p de prendre la valeur (56) découle immédiate- 
ment de (13). L'égalité (55) implique une petite justification. En 
conservant les notations de la démonstration du théorème 2, on & 
d'après la condition I bis 


Iz—2l= lo K tKer— qi pop pKZ || 
<llestK-11ll Kpoz—pKx || IA not Æ-1|| 11271. 


En utilisant cette majoration au lieu de (17), on obtient (55). 
Signalons que les résultats mentionnés dans les remarques suivant 
le théorème 2 restent valables mutatis mutandis. 
Formulons enfin le théorème de convergence de la suite des 
solutions approchées. 
THÉOREME 3 bis. Si 
1) l'opérateur K admet un inverse continu ; 
2) pour chaque n = 1, 2, ... sont réalisées les conditions I bis, 
IT et III et de plus 
limnl|q*|l= linmlm'ol=limmliqpl=0, (57 
n — 00 +00 
alors, pour n assez grand, l’équation approchée (48) admet une solution 
et la suite des solutions approchées converge vers la solution exacte. 
En outre 


rt — 2% 11 Qn Il gs 11 + Qi 1 Pop 11 + eme Ip pl, (58) 
où 24 = pitt et Q, @,,Q: sont des constantes. 
En effet, grâce à (50) et (46) on conclut à la réalisation de toutes 
les conditions du théorème 3. d’où le résultat annoncé. 
Dans les nouveaux termes la condition (25) du théorème 4 devient 
r= |A (A+ IA nono Ktm EMA OK |] <1, (59) 
et la condition (26): 
a El A AL 2. (60) 


A—7r 
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Pour le prouver il faut refaire les mêmes raisonnements que pour la 
démonstration du théorème 4, en utilisant la majoration (54) du 


théorème 2 bis avec p de (55). : 
Une substitution directe dans (25) et (26) donne pour r la valeur 


r= A IA+ IA m)nlestiliqs At + 

Ha (+llp A pAI)], (61) 
et, au lieu de (60), on obtient la majoration 
kg HIee AT e ITA nf HIER 6 HI AA (62) 
où r a (61) pour expression. 


$ 2. Equations réductibles à des équations 
de seconde espèce 


2.1. Nous allons considérer des équations dont le second membre, 
bien qu'il ne contienne pas explicitement l’opérateur identité, est 
un opérateur linéaire continu de l’espace donné dans un autre espace 
normé, et qui grâce à la forme simple de la partie principale de cet 
opérateur peuvent être ramenées aux équations de seconde espèce 
<xaminées au $ 1. L 

Soient X et Y des espaces normés, X < X et Ÿ © Y des sous- 


espaces complets, D un opérateur linéaire continu projetant YŸ sur Ÿ. 
Considérons l'équation exacte 


Kiz = Gz — ÀTz = y, (1) 
et l’équation approchée correspondante 
Kiz=Gr—A\Tzr— Oy.. (2) 


Get T (et K;) sont des opérateurs linéaires continus de X dans Ÿ, 


T (et À), de X dans Ÿ. On admettra de plus que 
1) l’opérateur G admet un inverse continu; 


2) l'opérateur G établit une bijection de X sur YŸ. c'est-à-dire 
G(X)=Ÿ, donc G-1(ŸY) = X. 

Introduisons des conditions semblables aux conditions I à III 
du $ 1. 


I ter. Pour tout zxEX on a 
NOTz— Tru ZIl. 

11 ter. Pour tout xEX il existe yE Y tel que 
NTz—y IIS lire 


$2] Æ£EQUATIONS REDUCTIBLES AUX ÊQUATIONS DE SECONDE ESPÈSE 91 


III ter. Il existe un élément y,EŸ tel que 


I Ya — ga 11 be Yale 


Prouvons que sous les conditions posées, l’étude des équations 
(1) et (2) se ramène à celle d'équations de seconde espèce. 
PEn effet, en appliquant l'opérateur G-! aux deux membres des 
équations (1) et (2) on obtient 


Kz=G'K,xz=zxz—ÀG'iTz-Giy,, (3) 

Kz=G1K.r=7— AG Tr — G-Oy. (4) 

Les équations (3) et (4) sont de la même forme que les équations 

(1) et (2) du $ 1, les opérateurs A, H, P (K, K) étant GT, GT, 
G'10G (G'1K1, G'1K1) et y l'élément G-{y.. 


Vérifions que les conditions I, II, III sont satisfaites. 
J. D'après I ter on a 


| PHz— Hz||—||G-1OGG-Tr—G-17z|l<||G 1 |lu||z|l. 


IT. Pour zEX prenons yEY d' après la condition Il ter. En 
posant z—G-iy on aura 


Hz 2x ||=1| GT z—G-1y <<] Gta ze 
III. Soit y, défini d'après III ter. Posons y = G'iys. On a 


Lu — y 11=1G y — Gi II GI pe | ga NGC Le 11 y He 


Donc, les conditions I, II, III du $ 1 sont satisfaites, les constan- 
tes n, "1: N2 étant liées à Lu, lu, lo, par: 


n=HIGAII, m=miGII n=mIGINNGI (6) 
REMARQUE. Au lieu des conditions IT ter et III ter on aurait 
pu exiger l'existence de zEX et yEX, tels que 


MG ATz-zl<plzl, (GE tyi— y IG y Il. (6) 


Les conditions II et III sont alors remplies avec M = pu, et n = Lu, 
| {Les conditions I, IT et IIT étant satisfaites pour les équations (8) 
et (4), on peut, à partir des théorèmes du paragraphe précédent, 
déduire les théorèmes correspondants pour les équations (3) et (4) 
ou pour les équations équivalentes (1) et (2). Nous allons formuler 
ces théorèmes en détail moyennant toutefois une hypothèse simplifi- 
catrice. 

Plus exactement supposons que dans les espaces X et Y les normes 
sont compatibles en vertu de l’application G: 


Izllx=llGzlr, Ivlr=1G"ylx (&EX,vEY). (7) 
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L'application G est manifestement isométrique sous cette condition; 
IG = 1GEI= 1 Donc 
IPI=IOI, HAN=IAK 1, HAN= NA; |, 

IAI=NTI HAN=NTI  @) 


2.2. Formulons maintenant les principaux théorèmes du $ 1 
pour les équations (1) et (2). 


TH£OREME À ter. Si les conditions I ter et II ter sont satisfaites, 
l'opérateur inverse continu K° existe et 


g=lAllu+ NT —-O®INMINATNI<A (9) 
alors l'opérateur K; admet aussi un inverse continu tel que 
I &:2 [Ep ens- 58 JATt| TR L. (10) 


TH£ORENME 2 ter. Si Les conditions ] ter, II ter et III ter sont réunies, 


l'opérateur inverse continu K7 existe (ceci aura lieu en particulier, si 
les conditions du théorème 1 ter sont satisfaites) et l'équation (1) admet 
une solution x*, alors 


at — 2% || p 11 z* Il, (41) 


où z* est une solution de l'équation (2) et 
p=2 lab A: + (ha A] +pell K11) A+ KT OKI). (42) 
REMARQUE, Si existe un z € X tel que 
Mz*—zi<e || z*1l, (43) 


la majoration (11) est valable sans les conditions II ter et III ter, 
et pour 
p=2làlull#;tll+e( +1 OK). (14) 


THéorsME 3 ter. Si pour tout n — 1, 2, . .. les conditions I ter, 
II ter et III ter sont vérifiées, l'opérateur K;, admet un inverse continu et 


imp=limuli@lz lim n10 = 0, (15) 


alors la suite FA solutions approchées (c'est-à-dire des solutions de 
l'équation (2)) converge vers la solution x* de l'équation (1). De plus 


ILz*— 2% 11 Qu + Qu [ID [1 + Que I D I. (16) 


TegortmMeE 4 ter Si l'opérateur inverse continu K=1 existe, Les 
conditions I ter et II ter sont remplies et 


r= JA pt AI pu) I RSI LA ma HI RD OKI) <1, (17) 
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l'opérateur K;, admet un inverse à gauche continu et de plus 
1H ATO (+ AI BI REIN RT OA: 


Ar 


I ATUIIS (18) 

2.3. Signalons enfin un cas particulier où les théorèmes se simpli- 
fient. Plus exactement, supposons que l'équation (2) est la projection 
de l'équation exacte. Autrement dit, on obtient l'équation approchée 
par application de l'opérateur ® aux deux membres de l'équation (1): 


Kir=OK,z=Gr—}OTzx = Oy:, (19) 


c'est-à-dire dans ce cas T = ®T. 
Il est immédiat de voir que la condition I ter cest alors vérifiée 
pour u — 0. En effet, 


ITz—OTz || || OTz—OTz||= 0. 


Donc, dans tous les énoncés des théorèmes on peut prendre 
u = 0. 

Ajoutons encore un théorème déduit du théorème 1.6 et se rap- 
portant exclusivement aux équations du type indiqué. 


TH£OREME G ter. Soient données une suite d'équations approchées 
de la forme (19) et les applications ®D,, 

1) l'espace Y étant complet, 

2) D, — I sur Y, 

3) l'opérateur G71T étant compact. 

Si existe l'opérateur inverse K3!, pour n assez grand les équations 
approchées admettent des solutions qui tendent vers la solution exacte. 


$ 3. Application aux systèmes infinis d’équations *) 


3.1. Soit donné un système infini d'équations 


EX D ajnën = b; (j—=1,2,...), (1) 
tel que 

D lanl?<o, D |bjf?<oo. (2) 

7,hk=1 J=i 


On demande une solution vérifiant la condition 


D IExl2 << 00. (3) 
k=i 


*) Les systèmes infinis sont accessibles dans Riesz [4], Hellinger et Toe- 
olitz [1], Kantorovitch et Krylov. 
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L'une des méthodes de résolution du système (1) les plus répan- 
dues est la méthode dite de réduction qui consiste à remplacer le 


» 


système infini (4) par un système de r équations à z inconnues 


H—A12 ann db; (j=1,2,...,n). (4) 


La solution de ce système est considérée comme une solution appro- 
chée du système initial (1). 

Nous nous intéressons à l’estimation de l'erreur de la solution 
approchée et à la convergence des solutions approchées vers la solu- 
tion exacte pour nr — oo. 

Pour pouvoir appliquer la théorie générale on conviendra que 
X — }°. Le système (1) s'écrit alors sous forme d'une seule équation 
dans X: 


Kz=z— Hz =y (x ={b}, y ={b)}). (5) 


H représente ici un opérateur linéaire continu (et compact d’après 
XI.2.2, tome 1) dans L*, défini par la matrice du système: 


z2= Hz, = 2 anêx (j= 1,2, Lite (Ehz—= (0): 


Pour X on prend l'espace euclidien de dimension finie 4. 
Pour X il est naturel de prendre l'ensemble des éléments de FE, 


dont toutes les coordonnées sont nulles à partir de la (2 +1)-ième. 
La signification des opérateurs ®, et p,' est évidente, l'opérateur 
@ associe à l'élément x —{&,}€ I? l'élément 
z=pr= (ll, ...,8) El. 
Il est évident que 
Hpl=Upl= Hg" = 1. 


Le système (4) peut maintenant s'écrire sous forme d’une seule 
équation dans X, soit 


Kr=2— Hz y, (6) 
où A est défini par la matrice « tronquée » 


yy i2 --. Ain 
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Vérifions que les conditions I bis, II et III sont réalisées. Pour 


un Z — (Ëy, Ée, . .., En, 0, ...) quelconque de X on a 
2= QHi—Hque (= (bi be... En)), 
Cy= » ay — D ann = 0 (4,2 n): 
ki kæi 


Donc, la condition I bis est satisfaite pour n—0. 
Pour vérifier la condition Il, prenons un z—{f,}€l et po- 
sons T— [Hz], = (61, É2, ..., ns 0, ...) *). On a 


BAz—zi=t À Z'lanblt 2 Z  Z'lanl 2 181712— 
jmn+i hui Jjæn+i hkumi Remi 

= zil 

ou 


Mm=l > À laxl21/2 
jæn+i h=mi 


Il est clair d’après (2) que M — 0 pour r — co. Enfin, en posant 
y = [yl,, on obtient 


TT 11/2 
. D lbyl? 
My—vl=t 2 RARE EE | Hyl, 
J=? S Lb;12 
_ j=1 


si bien que dans la condition III on peut prendre 


1/2 
V lby12 


No — ET SN 
S' lol? 
— j=1 


où n2 —> O0 pour ñ —+ co. 

Ce cas est donc justiciable de la théorie exposée dans 1.9. En 
particulier, le théorème 3 bis nous permet de conclure que si À n’est 
pas valeur caractéristique du système (1) (i.e. n’est pas valeur ca- 
ractéristique de l’opérateur FH), alors pour les nr assez grands, Île 
système (4) est soluble et les solutions approchées convergent vers 


*) [x], désigne l’élément tronqué, i.e. l'élément obtenu à partir de z € I? 
en annulant ses coordonnées de rang nr + 1. Il est évident que [x], = @51pz = 
= Pz. 
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la solution exacte. La vitesse de convergence est définie par 


00 11/2 
V lby1? 


Rep ISQL D Slaxlit2+Q) = |, 


j=n+i h=i 
> |b;|? 


où z*— (#1, E2,...,En, ...) désigne la solution du système (1) et 
zn = (E17, 89, ..., E) celle du système (4). 
D'où il est clair que E? diffère peu de Ë;”” pour # — 1, 2, ... 
., n, et pour k > nr la coordonnée E* est petite. Il est également 
clair que 
lim EVE (k—1,2....). 
nr — 00 


Le théorème 1.4 (avec la condition (59) $ 1) entraîne le 
THÉOREME 1. Si le système (4) admet une solution unique et 


r= Am ASIA <1, (7) 
alors À n'est pas valeur caractéristique du système (1) et 


LAS 1+ | K-1 | A+ ÇA ||) 


1—7r 


Ce théorème est intéressant en ce sens qu'il permet d'établir la 
résolubilité du système infini en fonction des données sur la solution 
du système fini ; de plus, toutes les quantités figurant dans l’inégalité 
(7) peuvent être trouvées sans difficultés, si bien que le critère de 
solubilité de ce théorème est très efficace. 

La quantité n, a été définie plus haut. Pour || oX || on a la majo- 
ration 


pK 1S1+ 11 PA ISI+IZ > Lay 121122. 
2= — 
Enfin, si À, est une matrice symétrique, [| X-1 || vaut 


K-11| — NE UE 

MU TE MOT 
où À; sont les valeurs propres de la matrice 4,. Dans le cas général. 
la détermination de || X-?! || est plus difficile (cf. V.2.8, tome 1). 
REMARQUE 1. Au lieu des systèmes vérifiant la condition (2) 
on aurait pu considérer une classe plus vaste de systèmes pour lesquels 
l'opérateur H est compact de L* dans l°. On aurait alors déterminé 

1 par la formule 


nm = | A4 — p'eHpq ||, 
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et comme toujours 1, —+ 0 pour rz —+ © (XI.2.2, tome 1), si bien 
que ce cas est également justiciable de tous les théorèmes de la 
théorie générale. 

REMARQUE 2. La théorie générale peut être appliquée à d’autres 
classes de systèmes infinis qui peuvent être considérés comme des 
équations fonctionnelles dans d’autres espaces de suites. Exemples: 
les systèmes de Riesz vérifiant la condition 


à [2 lay|P/P-1)P-1 So (1<p< oo), 


H étant un opérateur dans [PP ; les systèmes réguliers et complètement 
réguliers (dans l’espace 1®). 


$ 4. Application aux équations intégrales *) 


&.1. Une des méthodes les plus efficaces de résolution numérique 
des équations intégrales consiste à remplacer l'équation intégrale 
par un système algébrique d'équations linéaires moyennant une 
formule de quadrature. 

Soit donnée l’équation 

1 
z(s)— | h(s,t)z(t) dt y (s). (1) 


() 


En remplaçant l'intégrale par une formule de sommation numé- 
rique, construite sur les nœuds #1, te, . . ., ln, Soit 


1 


| z(t) dt= Ÿ Ayz(t), (2) 
0 hi 


et en exigeant que l'égalité (1) ait lieu uniquement en ces nœuds, 
on arrive au système 


t(t;) —À 2 Aih(t;,tx)z(tx)=y(t;) (G=1,2,...,n),  () 


dont la solution définit une valeur approchée de la solution cherchée 
aux points y, Los + + «» lne 

Appliquons la théorie générale à à l’estimation de l'erreur de cette 
méthode. Pour fixer les idées, on admettra que dans l’équation (1) 
le second membre est une fonction périodique continue (de période 1) 
et que le noyau À (s, t) est une fonction périodique continue (de 
période 1 aussi) en { et en s. Sous ces conditions, la solution sera 


*) Pour la résolution approchée des équations intégrales et la bibliographie 
relative à ce sujet consulter Kantorovitch et Krylov. 
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également une fonction continue périodique. L’équation (1) sera 
traitée comme une équation fonctionnelle dans l’espace X = C 
des fonctions périodiques continues. Le système algébrique (3) sera 
considéré comme une équation fonctionnelle approchée dans l’espace 
X =1%, 

Kz=27—)Hz— y. (4) 
Les nœuds et les coefficients de la formule de quadrature (2) sont 
choisis de la façon suivante: 


1 2k—1 
Ai=—; Lx = Sn (R= 1:25. 470); 


c'est-à-dire nous considérons la formule des rectangles moyens, qui 
est l’une des plus commodes dans le cas de fonctions périodiques. 


Ceci étant, l'opérateur A de (4) est déterminé par la matrice 


mé) miam) GR ES) 
mh(n) se) ce (RS 


se e RTE 2 .. HSE 


2n 


L'opérateur œ est défini comme suit: 
pr = (ch), z (2), ..., zftn)), pll=1 (&EC). 
S'agissant de l’espace X et de l'application p." qui lui est rattachée, 
nous les définissons de deux manières distinctes, ce qui nous conduit 
à deux estimations de l'erreur. 
Prenons d’abord pour X l’ensemble des fonctions périodiques 
continues, linéaires dans chaque intervalle de la forme [£,, t,41l, 


2k — 
où fk = (4 = 0, +1, +2, ...). Une telle fonction est 
définie par ses valeurs aux points é, d,, . .., ln, ce qui définit 


l'application :!: 


ZT = px, 
(œ=(E,...,E)E IR; Ztx) = k=1,2,....n; zEX). 


Et de plus |p;'||=1. 
Notons w, (6) le module de continuité de la fonction h (s, t) 


en tant que fonction de s: 
os (ô) = sup|hk(s+o, D —h(s, t)| (0<s,t<1, |o]< 6); 


définissons w; (ô) de façon analogue. EE 


$ 4] APPLICATION AUX ÉQUATIONS INTÊÉGRALES 99 


Pour vérifier la condition ÏI bis, estimons l'erreur de la formule 


de quadrature (2) pour une fonction de la forme z (t) x (t), où z est 
une fonction périodique dont le module de continuité est < « (6), 


et rEX. Compte tenu de la périodicité, on à 


" n 
| | z(t)z(t)dt— NS À 2 (tx) 3 (tx) = 
Û hmi 


=. 


=| Î 3 (92 (0 dt Ÿ, 2 (c (En) 3 (En) + 2 (fn) 3 ne) = 
Re=0 


nl ip 
> | [22 (He) | 7 (9 a+ 
h=0 ?} 
LS ge [2 (2 (HE) 2 (0) + 
ri 
+2) (2 (HE) 2) ]l<2e (SE) 1e 
puisque 
Éxer 
| FGdt= 7 G()+Z (au) Œ=0,1...,n—1) 
tr 


en raison de la linéarité de la fonction z ({) dans chaque intervalle. 
En posant z(t) = h (t,;, t) dans l’inégalité précédente, on obtient 


1 
lpAz—Hpsl=, max | h (by +) 3 (09 dt— 
J=lé..on 


_1S h (Ep tn) 3 (en) [So (SE) EI 
Remi 


Donc, la condition I bis est vérifiée pour 
=. 1 
5-20 (+). 


Passons à la condition II. Nous prouvons tout d’abord que, si 


z EC est une fonction quelconque dont le module de continuité 
est < © (Ôô), alors 


Iz—31<o (À), 


400 TH£EORIE GENERALE DES MÉTHODES D'APPROXIMATION [CH XIV 


où z — ps 'pz, c'est-à-dire z est une fonction linéaire par morceaux 
prenant les mêmes valeurs que z aux points #,, te, . . ., t,. En effet, 
Si {4 LS L'tj41, alors 
[z2(s)—2(s)1 = 12(s)—[(é541—5)2(45) +(s—6t;)2(tsm)lnl << 
KR [41 —S) (z(s) —2 (6) + 1(S— #3) (2 (5) —2 Gi) 
1 1 

KO (=) (éy41 — 1) = © (+) 3 
d’où ce que nous voulions, puisque s est arbitraire. Estimons mainte- 
nant le module de continuité de z = Hz (xE C): 


1 
2@—3EUE | Je (s,t)—h(s",t)] 1x (61 do, (6) [1x | 


(Is —sS"|<). 
Donc, pour « (ô) on peut prendre 
© (6) = &, (6) [1x | 
et, d’après ce qui[précède, si l’on désigne z = P'pHz, on a 


d | 
M Hz—21<o (+) 1Izll. 
Donc, la condition Il est satisfaite avec 
| 
NN — Os (=) . 


Enfin, en appliquant ce qui vient d’être dit à l'élément y, on trouve 
un yEX, tel que 


Iy—vi<e (+), 


où «w (ô) est le module de continuité de la fonction y. D'où il est 
clair que la condition IIT est satisfaite avec 
1 11 
= Tyr o (+)- 

Le noyau h (s, t) et le second membre y (s) de l'équation (1) étant 
continus, les quantités n, "1, 1: tendent vers O0 pour r — et 
ol = 11p;' Il = 1, donc on peut se servir des théorèmes de la 
théorie générale. En particulier, si À n’est pas valeur caractéristique 
de l'équation (1), le théorème 1.3 bis nous dit que le système (3) 
est soluble (pour les r assez grands) et que les solutions approchées 


gs'zà (fonctions linéaires par morceaux construites avec les valeurs 
de {E,} tirées du système (3)) convergent vers la solution exacte. 
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I1 importe de signaler pour la suite que d’après le théorème 1.1 


bis, la norme de l'opérateur inverse || X-1 || est bornée indépendam- 
ment de n. 

Si h (s, t) et y (s) vérifient une condition de Lipschitz dans le 
rapport æ&, d’après le théorème 1.3 bis la vitesse de convergence des 
solutions approchées peut être estimée comme suit: 


aqua le 0 (+). 


En effet, dans ce cas w, (ô), w, (ô) et w (6) sont de la forme O (69). 
4.2. Considérons l'estimation de l’erreur de la même méthode 


pour un autre sous-espace À. 
Pour simplifier nous admettrons que n est impair: r = 2m + 1. 


Pour X nous prenons l’ensemble des polynômes trigonométriques 
d'ordre << m, c'est-à-dire x € X signifie que 


x (£) = _e + >, (a, cos 2knt + b, sin 2knt). 


R=] 


Il est clair que l'opérateur ;' associe à z= (E, A 1 PS 
le polynôme d'interpolation prenant les valeurs E,, &, ..., E, aux 
points Lu, to, -.., tn. D'après un lemme de Bernstein *), si un 


polynôme trigonométrique zx admet la majoration 
Iz(t)1S1 (G=1,2,...,n) 
aux points Li, lo, +.) {ns AlOTS 
Iz({)SAlInm+B (0<t<1). 
D'où 
ps ISA In m+ 8. (6) 

Désignons par E4, et E*, les meilleures approximations de À (s, t) 

comme fonction de t et de s respectivement par des polynômes trigo- 


nométriques d'ordre m en t et s, autrement dit nous admettons l’exis- 
tence de fonctions 


hi(s, = ES jai (s) cos 2knt+ b; (s) sin Ai], 
Run Î 


ha(s, = 20 + NS faÿ(é) cos 2kns + D; (+) sin 2ns], 
Run i 


*) Cf. Natanson [I}, page 542. 
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telles que 
|R(S, t)—hals, D ISEm |A(S t)—hs, t)|SEn (0s, t<1). 


Pour la vérification de la condition I bis, on remarquera tout 
d’abord que la formule de quadrature (2) est exacte si la fonction à 
intégrer est un polynôme trigonométrique d'ordre r — 1 — 2m *). 


his, t) z ({) étant un tel polynôme en t, on a 


Donc 
PAZ — H por || = 
1 n 
” | Le. 
= max | | h(t,t)z(t)dt—— D ht, tx) 3 (4n) | < 
elé An 0 Rk=i 


1 
<,_ max | { Le (tt) — hs (é5, d)] Z (6) dt |+ 
mn | à 


1 és _ p= 
+, mx | D LC tn) — ha (Es Éx)] z (tx) | < 2En [17 || - 
hi 


j=1,2,..., 
Donc, la condition ÎI bis est satisfaite pour 
n=2£!. 


Construisons la fonction **) 


| 
7 (s) = | he (s,t)z(t) dt 
0 


pour vérifier la condition II afin d’approximer l'élément z — Hz. 
Il est clair, de la forme de h, (s, t), que la fonction z (s) est un poly- 
nôme trigonométrique d'ordre m, c'est-à-dire z € X. D'autre part 


1 
I Hz—Sli=max] | (As, Dhs #12) dt < Enlizll. 
ip 


*) Cf. Natanson [I], page 611. 

*+*) On montre sans peine que la fonction À; (s, t) peut toujours être choisie 
continue en #, si bien que l'intégrale existe. Du reste, cette restriction n’est pas 
indispensable si l’intégrale est comprise au sens de Banach (cf. 11.4.2, tome 1), 
car elle est définie pour toute fonction bornée. 
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Donc, la condition IT est réalisée pour 
M = En. 
Enfin, la condition III est satisfaite si l’on pose 


1 
= Em (y); 


où £m (y) est la meilleure approximation de la fonction y par des 
polynômes trigonométriques d'ordre m. 

Grâce au théorème 1.2 bis, ces majorations nous permettent 
d'évaluer l'écart entre la solution approchée et la solution exacte: 


Ir —piz* ||  p|12* ||, 
p=4lAl Enllos Il A4 11+ 


E K > T- 
+ (Ua En + SEL) (44 qe INRA IL ÆC ID. 
On remarquera que || À-!|| est bornée indépendamment de n (cf. 4.1). 
Supposons que h(s, t) admet des dérivées jusqu'à l'ordre v 
: « #0 0h 9Ÿh A 
compris par rapport à s et t, les dérivées rx et Ta vérifiant une 
S 
condition de Lipschitz dans le rapport &; la fonction y (s) est assu- 
jettie aux mêmes conditions. Alors, d’après un théorème classique 
de Jackson (cf. Natanson [I], page 124) 


m=0(—)-0(he). En-0()-0( 4). 
EG = 0) =0( 
et comme d’après (6) 
Ip" 11=0 (1n m)=0 (nn), 


le théorème 1.3 bis nous dit que la vitesse de décroissance de l'erreur 
de la solution approchée est majorée par 


Leg zt = O0 (2). 


n'Tra 


En utilisant le théorème 1.4, on peut, grâce aux résultats de la 
résolution approchée, déterminer le domaine possible de disposition 
des valeurs caractéristiques de l'équation (1). 

Signalons enfin qu'on aurait pu par des raisonnements analogues 
évaluer l'erreur de la même méthode pour d’autres formules de 
quadrature. En particulier, pour le cas non périodique, en se servant 
de la formule de Gauss il aurait fallu faire appel à une interpolation 
par des polynômes algébriques et aux théorèmes d’approximation 
de fonctions par des polynômes algébriques. 
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4.3. Voyons d’autres méthodes de résolution approchée de l’équa- 
tion intégrale (1), et, tout d’abord, la méthode des moments. Cette 
méthode consiste à chercher la solution approchée de l'équation (1) 
sous la forme 


x (t)= à CrOn (t) (OKI<1), (1) 


où w} (4 = 1, 2, ...) sont des fonctions d'un système orthonormal 
complet. Les coefficients c, sont déterminés à partir du système 


n 1 1 : 
à Z où | LICE et ox ds | (9 07 à 
k=1 0 


(j=1, 2, ...,n), (8) 


qui remplace la condition de nullité de la différence A zx — y par 
la condition d’orthogonalité de Xzxz — y aux n premières fonctions 
du système orthonormal donné. 

Dans l'hypothèse que le noyau  (s, €) de l'équation (1) est tel que 


4 1 


2 
| (s, | ds dt < o, 


prenons pour X l’espace L° (0, 1) et pour X le sous-espace des élé- 
ments de la forme (7). Définissons l'opérateur P comme un projecteur 


PF 


sur X, i.e. x — Pzx signifie que 


n 
= (z, ©) on. 


Le système (8) peut être écrit sous forme d’une équation dans 
l’espace X 


z— PHz= Py. 


Nous sommes donc placés dans les conditions mentionnées dans 1.8. 
De plus, le système {w;} étant complet, les conditions du théorè- 
me 1.6 sont réalisées et, par suite, les solutions approchées conver- 
gent vers la solution exacte. La vitesse de convergence est déterminée 
par les propriétés du noyau À (s, t) et du second membre y (s); elle 
dépend de la vitesse de convergence des développements orthogonaux 
de ces fonctions suivant les fonctions du système. Traitons le cas où 
le noyau est une fonction périodique vérifiant la condition de Lip- 


« 


schitz dans le rapport &« + + (a > 0) par rapport à s. Imposons 


les mêmes conditions à y (s). Pour système orthonormal {w,} prenons 
un système de fonctions trigonométriques. Le théorème de Jackson 
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nous donne immédiatement les estimations 
Ni — O (nr ty/2-a), "2 _— O (n- 1/2-a), 
donc 


(a*— 2% |lLe = O (ns + ne) = 0 (n-1/2-0), (9) 


Prouvons que dans ce cas les solutions approchées convergent 
uniformément vers la solution exacte. 


LL 
Soit r— >, cyw,. Evaluons ||x{|c en fonction de ||z||1:. Comme 
hum 1 


I O} lc< M (j=1, Zion ), 
en appliquant l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski on obtient 


1 Z Ile & M 2 lc <M Vr (2 lcyl2l2=M Vrlzlis. 
= Je 


= 


Appliquons cette majoration à la différence des deux approxima- 
tions 22 et zen, où 2-1 Ln<2*. On obtient 


(ae — 2% lle < M24/2 || 258 — 23 [lLs. 
La majoration (9) entraîne 


ad PF "4 LS 
Tor — 22 [lus 1] Lor — 2 Ia + at 28 [ne K 


C C C, 
Dao Le ss 
2 2 2 9 2 
donc 
à … C 
ER — 25 lle < 2 - 40} 


En particulier la dernière majoration est valable pour n — 2*-1, 
c'est-à-dire 


Ca 


Il Tor — Ton Île PTE 


D'où la convergence uniforme de la série 
x? (t)+ 2 [an (£) — Tina (1)]= lim Ton (t) = 2* (t). 
k= — 00 


Compte tenu de (10) on trouve que 


lim 2% (t)=zx*(t) 
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uniformément. De plus, il est évident que 
Ix* — za le=0(n7«). 


A noter que si l’on traite l'équation intégrale (1) comme une 
équation dans l'espace C [0, 1], le théorème 1.3 permet d'obtenir 
un résultat plus puissant que le précédent. Plus exactement, si le 
noyau (par rapport à s) et le second membre y (s) vérifient la condi- 
tion de Lipschitz dans le rapport $ >> 0, les solutions approchées 
convergent uniformément vers la solution exacte et 


Iz*—2$ lc =0(n-6lnn). 


4.4. Voyons maintenant la méthode de substitution au noyau 
d’un noyau proche (en particulier dégénéré). Comme son nom l’indi- 
que, cette méthode consiste à substituer à l'équation (1) l’équation 


1 
Z(s)—A À Rs, 07 (0 dt=y (s), (41) 
0 


dont le noyau k (s, t) est proche de h (s, t) et dont la solution est 
connue. 
En écrivant l'équation (11) comme une équation fonctionnelle 
dans le même espace que l'équation (1): 
Kz=1—)1H:— VA 


on retombe dans la situation décrite à la fin de 1.8. On a indiqué 
là-bas que la condition Î se ramenait à l'inégalité 


IAA Sn, (12) 


et les conditions II et III étaient satisfaites pour n, = 1, = 0. 
Prenons pour espace X = X l'espace Lo (0, 1) des fonctions 
mesurables bornées et mettons (12) sous la forme 
1 
fit, D—R(, 11 dt<n 
0 
(0Ss<1). 


On évalue sans peine la norme de l'opérateur À -! si l'on connaît 
la résolvante F (4; s, t) de l’équation approchée (11). Comme l'opé- 
rateur inverse À-! est de la forme 


Fe 


2= K-i\y, 


1 
2(9=y(s)+A | MA ES, 9 y (dr, 
0 
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alors 
I £-1IS1+]À1] 2, 


où B est déterminé à partir de 


Î 
[ITS DINdE<B (0<s<1). 


0 


En se servant de la majoration (19) $ 1, on obtient celle de l'écart 
entre la solution approchée et la solution exacte 


Let ()— 2") An (+ IA1B)11z* |. (13) 


On obtient une majoration analogue en permutant le rôle des 
deux équations. 

(13) entraîne la convergence uniforme des solutions approchées 
vers la solution exacte sous réserve de la convergence des noyaux. 

La théorie générale peut être appliquée à une méthode de résolu- 
tion consistant à chercher la solution sous la forme (7), l'égalité 
des deux membres de l'équation n'étant exigée qu'aux points donnés. 
Nous ne développerons pas cette méthode (cf. Kantorovitch [9]) 
car une méthode similaire est étudiée pour les équations différentiel- 
les dans le paragraphe suivant. 


$ 5. Application aux équations différentielles ordinaires 


5.1. Etudions tout d’abord la méthode d’interpolation appelée 
encore méthode de collocation *) dans le cas du problème aux limites 
pour l'équation 


dim F dim-1 
Drm —À L Pa Sms +. + Pam | =V, (1) 
avec les conditions 
z(a)=z'(a)=...—2""-0 (a) =0, 


. (2) 
z(b)}= zx" (b)=...—=2""0 (b)=0. 
On cherchera la solution approchée sous la forme 
z(t)=(t—a)"(b—t" D cat-t, (3) 


hæi 


si bien que les conditions aux limites pour x sont satisfaites; on 
détermine les coefficients c1, C:, . . ., ©, en réalisant (1) en un systè- 


*) Il semble que la méthode de collocation soit due à Kantorovitch [1]. 
La démonstration de la convergence sur la base des théorèmes des $$ 1, 2 est 
effectuée dans l’article de Karpilovskaïa [4]. 
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me de points (nœuds) donnés {;, to, . . ., ln: 
d2mz dèm-iz … 
rm —À | ps er +... + PamZ | hs, = 4 (£,)- (4) 


Pour pouvoir appliquer la théorie générale exposée au $ 2, on 
traitera l’équation différentielle (1) comme une équation fonctionnel- 
le dans l’espace X — Cf" [a, b] des fonctions 2m-continûment 
dérivables, vérifiant les conditions (2). La norme de l'espace X est 
définie plus bas. 

Pour X, nous prenons l’ensemble des fonctions de la forme (3). 
Pour Y, l’espace C [a, b] des fonctions continues sur l’intervalle 


Le. 2 


[a, b], la norme étant définie de la façon usuelle. Enfin, pour YŸ, 
l’ensemble des polynômes de degré r — 1. : 

Définissons l'application ® de Y sur Ÿ en prenant pour y = 
= O (y) le polynôme d'interpolation de degré r — 1 qui a aux 
points f1, Le, . . ., tn les mêmes valeurs que y. On sait que dans le 
cas de nœuds de Tchébychev 


| D || < À In r + B. (5) 
On sait aussi que dans le cas de nœuds de Gauss 
DIS ÀAVr. (6) 


Si les nœuds sont racines d’un polynôme orthogonal de degré n, 
de poids borné w ({) > c > 0, alors 


I DIS Ar *). (7) 


Le problème aux limites considéré est équivalent à l'équation 
fonctionnelle 


K,xz = Gz — ÀTx = y, (8) 
où 
G diMz _ S né 
Tim 2= Tz, 2z(t) — Pe(t)z (£). (9) 


L’inverse de l'opérateur G est un opérateur intégral dont le noyau est 
la fonction de Green de l’opérateur différentiel DR 
tions (2). 


L'existence de la fonction de Green résulte du fait que l'équation 
différentielle 


sous les condi- 


d?èm 
Fm = 0 (10) 


*) Pour ( et (7) voir Natanson [I], pages 539 et 544. La majoration (6) 
figure dans le livre de Szegô. 
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admet une solution unique vérifiant les conditions (2), la solution 
triviale, car la solution générale de l’équation (10) est un polynô- 
me arbitraire de degré 2m — 1, et tout polynôme différent du poly- 
nôme nul et vérifiant les conditions (2) doit comporter le facteur 
{t — a)" (b — t)" de puissance 2m. 

Donc 


b 
= G"1y, z(5= | gt, t)y(t)dt (xEX, yEY). 


La fonction g (s, t) possède des dérivées continues jusqu’à l’ordre 
2m — 2 et la dérivée d'ordre 2m — 1 présente un saut pour s = é. 
D'où 


b 
a (= À g (st) y (#) dt (=, 1, ..., 2m—1), 


donc 
max [24 (s)| Az Ilylle (4—0,1,...,2m—1). (11) 
8 


Si l’on convient que A:m = 1, alors (11) sera valable pour k — 
= 2m. 

Si l’on veut que l'opérateur G réalise une isométrie entre X et Y, 
il faut que les normes de ces espaces soient telles que 


Lx Îx = 11 Gz [Lx = De FOIE 


De plus, (11) permet] d'évaluer toute dérivée de la fonction x au 
moyen de la norme de l’élément x dans l’espace X: 


max 12 (SA IlzIl (4 =0, 1, ..., 2m). (12) 

On remarquera que l'opérateur G fait correspondre aux éléments 

de l’espace X ceux de l'espace Ÿ, c'est-à-dire des polynômes de 
degré << nr — 1. 


Evaluons la norme; de T7 comme opérateur de C®" [a, b] dans 
C [a, b]. Compte tenu de (12) on obtient 


2m èm 
NTzli=max [2 p.028 (KZ Beam-o] 1i |» 
où B,= max |p,(t)| (s=1,2,...,2m). 
t 


Donc 


ITIIS <ù BA (13) 
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On évalue de façon analogue la norme de l’opérateur Æ5! si l’on 
connaît la fonction de Green de l'équation (1) sous les conditions (2). 

L'équation approchée, le système {4), peut visiblement se mettre 
sous la forme 


Riz = Gr—AOTz = Dy, (14) 


puisque le système (4) se déduit à partir de l’équation (1) par substi- 
tution de l’expression (3) de x et par identification des deux membres 
aux points £,, Éo, « « -» {n, Ce qui revient à identifier les polynômes 
d’interpolation construits d’après les valeurs prises en ces points. 

En comparant l'équation (14) à l'équation (22) de 2.3, on cons- 
tate qu'elle est construite de façon spéciale, si bien que la condition 
Ï ter est vérifiée pour u = 0. 

Evaluons _. Tz pour vérifier la condition IT ter, c'est-à-dire pour 


établir le degré éventuel d'approximation des éléments de la forme 
Tzx par des éléments de Y. Compte tenu de (12) il vient 


2m 
d d à e 
la Ta] ,=max + D pa (t) mms (1) | = 
CL | 


2m 
= max | 2 (ps (8) + pers (6) 9 G)| LM Ilz|l 
(Po (£) —= Pam+i (é) — O). 


Le théorème de Jackson affirme l'existence d’un polynôme y E Ÿ 
tel que 
ns AM | z 
NTe—gis AE 
Donc, la condition II ter est satisfaite pour p, = © (+ 
S'agissant de la condition III ter, si le second membre de l’équa- 
tion (1), la fonction y, admet une dérivée continue, en appliquant le 


théorème de Jackson on obtient pour u, la valeur O (+) 


A noter que si dans l'équation (1) p, = 0 (ce qu’on peut toujours 
réaliser par un changement convenable des coordonnées) et que les 
coefficients p, soient 2-continüment dérivables, en effectuant les 


2 
D END FA Tz on obtiendrait pour u, la valeur 
O (+). Si y est aussi 2-continüment dérivable, alors u, — 0(+) | 


Les résultats du $ 2, les majorations de u, et u. et de || ® || nous 
permettent de conclure d’après le théorème 2.1 ter que le système (4) 
admet une solution pour les nr assez grands. 


$ 5] APPLICATION AUX BQUATIONS DIFFRRENTIELLES ORDINAIRES 111 


Le théorème 2.3 ter établit la convergence des solutions appro- 
chées vers la solution exacte dans le cas de nœuds de Tchébychev ou 
de Gauss. De plus 

CP CITEE Inn + _ tt ve 
lat—ml=0(t), 1 1-0 (>) 
respectivement pour les nœuds de Tchébychev et de Gauss. 

Dans le cas déjà mentionné où p, = 0, le système (4) admet aussi 
une solution si pour nœuds on prend les zéros d’un polynôme de degré 
n, orthogonal par rapport au poids w (t) > c > 0. La majoration de 
l'erreur de la solution approchée est 

Hav—211=0 (2). 


n 


Si les coefficients sont suffisamment lisses, la vitesse de conver- 
gence peut devenir plus grande. Supposons que p;, Ps, . . ., Pom €t y 
sont r-dérivables et leurs dérivées r-ièmes vérifient la condition de 
Lipschitz dans le rapport &. Utilisons la remarque qui suit le théorème 
1.3 et qui dit que la vitesse de convergence est définie par 


Iz*— 2% ||=0 (el Pi) (P=G106, IPI=IOI), (45) 


où &e caractérise la possibilité d'approcher la solution z* par un élé- 
ment xE X. Comme 
dimzs 


Iet—5x= 16 (2e | —-v], G=Gre?), 


e est défini par le degré d'approximation de la dérivée 2m-ième de la 
solution par un polynôme de degré n — 1. Or, on établit aisément 


# Q d'mg* Lé e Lé ee 
par récurrence sur r que la fonction admet une dérivée r-ième 


dtim 
vérifiant la condition de Lipschitz dans le rapport &. Donc, d’après 


le théorème de Jackson, il existe un polynôme y € Ÿ tel que 


" HEM pk Ce 
| Se |<= 


PTEUS n+e 


Par suite, e est d'ordre r7-"-% et d’après (15) 


let 1=0 (22), dpi Le ar + | 
2 


n'Ta 


Ré 1 
Iz*— 21 =0 (—-—.) 
respectivement pour les nœuds de Tchébychev, Gauss et les zéros 
d’un polynôme orthogonal suivant un poids minoré. 
REMARQUE 1. Sans modifier fondamentalement les raisonnements, 
on peut établir la eonvergence de cette méthode non seulement pour 
le problème aux limites, mais aussi pour le problème de Cauchy. La 
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nature des raisonnements n’est pas changée par la considération d’un 
système au lieu d’une seule équation différentielle. 

REMARQUE 2. Le théorème de convergence de la méthode d’appro- 
ximation considérée peut être traité comme un théorème de conver- 


gence d’un processus d’interpolation: le polynôme z* (£) peut être 
considéré comme un polynôme d’interpolation pour la solution x* (t), 
construit d’après les conditions aux limites et les valeurs de l’opé- 
rateur différentiel Xz* aux points f,, fo, . . ., ln. 

REMARQUE 3. Il est curieux de noter que si les points sont équi- 


distants, la méthode considérée ne converge pas même pour l’équa- 
dix 


tion élémentaire Ta = ÿ,ce qu'on établit sans peine en tenant comp- 
te de l’éventuelle divergence d’un processus d'’interpolation ordi- 
paire pour des nœuds équidistants (cf. Natanson [I], page 519). 
5.2. Appliquons maintenant la théorie générale à l'étude de la 
convergence de la méthode de Galerkin et de la méthode des mo- 
ments *). 
Soient données une équation différentielle (1) et les conditions 
homogènes aux limites 
M (x) = 0 (16) 


aux extrémités d’un intervalle. Le principe de la méthode des mo- 
ments est le suivant: on prend un système de fonctions {w,} véri- 
fiant les conditions aux limites (16) et on cherche la solution appro- 
chée sous la forme 


z (t)— 2 con (t), (47) 


les coefficients c, étant définis à partir de la condition d'orthogona- 
lité du résultat de la substitution de z dans l'équation (1) (ou plus 
exactement du résidu obtenu) aux z premières fonctions d'un systè- 
me {C} : 
b n b 
(L(S au) HO [vu G=12...,n), 
1 a 


a hu 


où L(x) désigne 


èm 
Lo)= ERA D pe ee 


dtim dtèm=s Le 
s=1 


Si &; = w;, on obtient la méthode de Galerkin. 


*) La convergence de la méthode de Galerkin dans sa forme générale a été 
établie pour la première fois dans un travail de M. Keldych [1]. Le cas particu- 
lier de la méthode de Galerkin, la méthode de Ritz, et la méthode des moments 
ont été traités antérieurement dans les travaux de N. Krylov et N. Bogolioubov 
(cf. Krylov ainsi que Mikbline {I1)). 
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5.3. Soit en particulier l'équation 
Z" (1) — A pa (t) 2 () + pa (Hz (= y) (At1<1) (18) 
avec les conditions 
z (—1) = x (1) = 0. (19) 
Pour fonctions w, on prend 
On ()= LA —E) k—1,2,...). 
L’équation (18) peut encore s’écrire 
Gz — ÀTzx = y, (20) 


où Gx = x”. Pour X on prend l’espace unitaire (non complet) des 
fonctions 2-continüment dérivables, vérifiant la condition aux limi- 
tes (19), dans lequel 
1 
Izlx=[ (12 @pé] 
1 
1 
(Zis Te)x — | Ti (4) x, (+) dt. 
“1 


1/2 
3 


Munissons Ÿ, qui est constitué des fonctions continues, d'une métri- 
que adaptée à celle de l’espace X par l'opérateur G: 


1 1 
lulr=nG ylx= (| 17@P&]", Ga vx (un (ve (0 dt. 
24 En 


Pour X on prend le sous-espace des fonctions de la forme (17) 
et on définit Y comme G (X), ce qui, visiblement. donne l’ensemble 
des polynômes de degré r — 1. On définit enfin l'opérateur © comme 
un projecteur de YŸ sur Ÿ. Ceci étant, si 6, Go, - « ., Ch est un systè- 
me d'éléments linéairement indépendants de Ÿ, l'égalité Oy = 0 
équivaut au système d'égalités (y, y) = 0 (j = 1, 2, ...,n). 

Sous ces conditions, l'équation de la méthode des moments équi- 
vaut à l'équation fonctionnelle 


Gz— DT zx = Dy, (21) 


c'est-à-dire l'équation approchée est comme dans 2.3 la projection de 
l'équation exacte. Donc, la condition Î ter est satisfaite pour u = 0. 
Pour vérifier la condition IT ter, il faut prouver qu'il est possible 
d'approcher l'élément Tzx par des éléments de Y. 
Notons préalablement que le maximum et la dérivée première d’une 
fonction de X peuvent être évalués à l’aide de la norme de cette 


801292 


114 THÉORIE GENÉRALE DES MÉTHODES D'APPROXIMATION [CH. XIV 


fonction : 


z' (= + All x os me(=1|| IETTICE 
= 4 © 
| 4 t 
{ à 2 1/2 1/2 : 
<- \ [1e (2) F du | [S du |" &<Al sl, 
t 
rOIST 12 mié<Blzll. 
21 


Si l’on admet que les coefficients de l'équation (18) sont continü- 
ment dérivables, on peut écrire 
d ” , ’ ’ 
JS Ta, =l pie" + (it pa + mel Cl. 


D'où l’on déduit sans peine que la fonction Tzx vérifie la condition 
de Lipschitz dans le rapport 1/2 


|(Tz) (t)—(Tz) CEE Ta dt|<]-+ Tz||. lé, —1, [1/2 
t1 


donc, elle peut être approchée par un polynôme y € YŸ, si bien que 


Try LE 


Par suite, on peut admettre que u,=0 (=) : 
n 
Des raisonnements analogues nous donnent pour m la valeur 
lo = 0 (=) (sous réserve que la dérivée du second membre soit 
n 


de carré sommable). 
2 
Si p; —0, on évalue de même + Tax et l'on obtient pu, = 


=0(—=). 


Le théorème 2.3 ter nous donne l’ordre de la vitesse de convergen- 
ce des solutions approchées vers la solution exacte 


lat 0 (=). 


Si p, = 0 et y” est de carré sommable, alors 


lat =0(——). 
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Si Pr, Pe et y possèdent des dérivées d'ordre plus élevé, on peut 
établir un ordre plus élevé de décroissance de l'erreur des solutions 
approchées, car, dans ce cas, z* est plusieurs fois différentiable et 
admet de ce fait une meilleure approximation par des polynômes. 

La convergence des solutions approchées vers la solution exacte 
a lieu dans tous les cas dans l’espace X, c’est-à-dire les solutions 
approchées et leurs dérivées premières convergent uniformément vers 
la solution exacte et sa dérivée première respectivement. Les déri- 
vées secondes des solutions approchées convergent en moyenne vers 
la dérivée seconde de la solution exacte. 

5.4. Considérons l'équation (18) pour d’autres définitions de la 
norme dans les espaces X et Y. Plus exactement, convenons que 


Ixix= max{z”(#)l, Ily lle max|y(t)| (EX, yEY). 

HIS HI<1 
Les normes sont visiblement compatibles, si bien que ||G || = 
= |[G-1 |] = 1. Nous conservons la définition précédente de l’opé- 
rateur ®, ce qui nous permettra de traiter l'équation approchée 
comme la projection de l’équation exacte (cf. 2.3), donc u = 0. Eva- 
luons la norme de ®. Soient 61, bo, - « ., En des polynômes orthogo- 
naux par rapport au poids de l'unité (polynômes de Legendre). La 
projection ® de l’espace Y sur Y s'écrit 


œy= À , Cx) Che 


Mais, en vertu d'une fois ti du développement partiel 
d’une fonction continue en série suivant les polynômes de Legendre 
(cf. par exemple Agakhanov et Natanson [1]). 


max | > (y, 6x) () IS AVR, 


St = 
si bien que 


IDISA V r. (22) 


Pour approcher l'élément Tz par un polynôme, c'est-à-dire par 
un élément de Ÿ, on utilisera le fait que 


| Ts] <cCuzt. 
Donc, on peut trouver yEŸ tel que 


=, LD 
Tr ET, 


Par suite, y, =0 (=) (si P,=0, on peut prendre 1, = 0 (+)). 
Enfin, =: Compte tenu de (22), le théorème 2.2 ter 


g* 
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nous donne 


I z*— 2% || = (lu + pe) O (VA). 


Si E, (y)V n — 0, les solutions approchées et leurs dérivées pre- 
mières et secondes convergent uniformément respectivement vers la 
solution exacte et ses dérivées première et seconde. Si, de plus, 
P, = 0 et y est 2-dérivable, alors 


Se 1 
zt*— 2" || —0 — )- 
Nat =0 (—= 
5.5. Considérons maintenant l'équation 


L(a=<[pS]-A {SE te+rz)=y (23) 


avec les conditions 
zx (0) = x (1) = 0. (24) 


On admettra que les fonctions p et q sont continüment dérivables, 
p (t) > 0, et de plus que L est tel que le problème aux limites posé 


ait une solution unique. 
Suivant la méthode de Galerkin, on cherche la solution sous la 


forme 
2(= À ao) (<<) (25) 


où y (4 = 1, 2, ...) sont des fonctions continüment dérivables, 
vérifiant la condition (24): 


@n (0) = ©, (1) = 0 (% = 1, 2, ce) 


et telles que leurs dérivées forment avec la fonction unité un système 
complet. On admettra que le système {w;} est orthonormal par rap- 
port au poids p: 


1 


ECÉCECEESS SE ET ET EC 
e 4 pour j—=k 


1-1/2 , : 
Ajoutons la fonction w, = | l'a ce système. La 


(4) 
relation (26) aura lieu pour j, k—O et le système {ok} 
(k=0, 1, 2,...) sera un système orthonormal complet. 
| Traitons l'équation (23) avec les conditions (24) comme une 
seule équation fonctionnelle 


Grz—À\Tz=7y (27) 
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dans l’espace X des fonctions 2-continûment dérivables vérifiant la 
condition aux limites (24). Définissons une norme dans X en posant 
1 


Izl=[ POIs OP&]", G@æ)= p (8) 24 (8) z (0) dé. 


Pour ŸY prenons l'espace des fonctions continues ; la métrique de Y 
est choisie à partir de la condition de compatibilité avec celle de X: 


y ll = G1ylIx"), (Ya Yahv = (G'lys, Gyr)xe 


Pour *X prenons l’ensemble des éléments de la forme (25) et pour Ÿ 
celui des éléments de la forme 


n 


U = 2 CG OR. (28) 


Enfin, l'opérateur ® est défini comme un projecteur de Y sur Ÿ, : 
bien que || ® || = 1. L’ égalité Oy = 0 équivaut à (y, Gox) = 
ht. 233 n), ce qui d’après la définition du produit un 
dans Ÿ équivaut à 


(G-1y, xx = | p (0) (G-1y) wi (#) dt= — | y (6) (6) dt = 0. 


L'équation de la méthode de Galerkin 
1 
| L (2) —y (lo (#)dt=0 (G=1,2,...,n) 
0 


ne signifie donc rien d'autre que 
D [Gz — ATz] = Oy, 
c’est-à-dire l'équation approchée est la projection de l'équation 
exacte (cf. 2.3). 
Pour appliquer les résultats du $ 2 on a u = 0. Pour évaluer u, 


on se servira de la remarque de 2.1 (l'inégalité (6)), c’est-à-dire on 
approchera l'élément z = G”!Tzx, avec || x || << 1, par un élément 


de X dans la métrique de X. On a Gz = Tr, ou 
d d d 
Ts [ P + | = [gr] +rz. 


*) L'élément z=G-1y est la solution de l'équation _. PS) =Yy, qui 
vérifie les conditions (24). 


SE le NV 
Une intégration entre 0 et u < 1 nous donne 
P{u) z'(u)= q{(u)z(u)+ ( r(t)z(t)dt+C= 
0 
= q(u) A (t) dt + \ (frma) z'(t)d+C= 
0 0 ‘ 
| 
= (h(u, #2 (9 dt+c, 
0 
où 
| dt (tu), 
 . au)+ fred (Eu) 
0 (> u). 


Pour éliminer C, intégrons l’égalité obtenue après avoir préalable- 
ment divisé les deux membres par p (u): 


[fl Th u) du | s' (#) dt+C TE 


On) ps 


En tirant C de cette relation et en le portant dans l'égalité précédente 
on obtient 


1 
z' (u) = | K(u,t)zx'(t) dt, 
0 


où 
1 à 1 
Un 1 à | TG (s, l) ds. 


$ 
p (u) CE 


On remarquera que de toute évidence 
1 
| Æ(, tjdu=0 (0<t<1) 
0 


1 
AGD= TG 


Le noyau Æ (u, t) est approximable par un bus ous partiel 
en série de Fourier suivant {oj (u)} (G = 1, 2, 


n 1 


(=) a(oju) (ay (t)= (plu) K(u, t)oj(u)du), 
0 


ji 
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puisque le noyau est orthogonal à la fonction 1/p (u) et le système 
{w;} (j = 0, 1, ...) complet. Donc 
1 
Ü p(u)[K(u,t)—K,(u, DJrdu —— 0 (0gi<1) (29) 
0 nn 
de façon monotone. 
En déterminant x à partir de 
1 n 
Z'(u) = | KA (u,t)z'(t)dt= Ÿ cjw; (u) (= œ(t)z" (t) dt), 
0 ji 0 
on obtient l’approximation souhaitée. En effet, on a 


re 


1 
iz—Zir = À p(u)|3" (u)— 2" (0) Fdu = 
; 1 : 
= | p (u) || [K(u, t)—K, (u, t)]z' (6) dt | du < 
1 
<| Pt: Fat] [IIK Cu, 1) — Ka (u, à) PP (0) du] = 
0 0 
= nà Il IE, 
ou 


1 
2 == 2 — 
nè= 70 70 | LR (2, Ka Cu, Ep (u) du > 0. 


On établit de façon analogue que u, est petit. Il faut prouver que 
l'élément z — G-!y se laisse approximer par un élément de X. On a 


Hlo#)=s pf-fuaer 


F étant choisi tel que | + dt=0, donc = peut être 


n 
approchée par une somme de la forme >, c@. 


Rmi 
Si w, sont des fonctions trigonométriques, on peut évaluer l'or- 
dre d’approximation. Plus exactement, soit 


Où (t) = sin knt (k = 1, 2, ...). 
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Il faut approcher le noyau Æ (u, ft) par des sommes de la forme 


ñn 


D x (é)cos knu, 
km 
où 


1 
an ({)=2 | K (u, t) cos kru du 
0 


sont d'ordre 1/4 en tant que coefficients de Fourier d’une fonction à 
variation bornée, et l'écart 


1 
Î IX (u, t)—K,(u,t)]?du=2 >. Jan () P= 0 (+). 
0 


hæmn+i 
Donc, mu, =0 (——) . On vérifie immédiatement que y = 0 (7) . 
n n 


Donc, dans le cas étudié, le théorème 2.3 ter nous conduit à la 
majoration 
pe 1 
k_711—0(—°— 
Il al=0 (7), 
c'est-à-dire les solutions approchées convergent vers la solution exac- 
te pour la métrique de l’espace X, ce qui, en particulier, entraîne la 
convergence uniforme avec la même vitesse. 

Si l'expression différentielle L (x) est auto-adjointe, c’est-à-dire 
si q = 0, la méthode de Galerkin coïncide avec celle de Ritz. Si l’on 
admet alors que la dérivée première par rapport à u de la fonction 
p (u) K (u,t) est une fonction à variation bornée (ce sera le cas si les 
dérivées de p et r le sont aussi), on obtient l’ordre 1/X° pour les 
coefficients de Fourier, ce qui nous amène à la majoration 


1 
m=0 (7) 
et à la majoration respective de la vitesse de convergence des solu- 
tions approchées vers la solution exacte. 

L'application de la remarque { qui suit le théorème 1.3 au cas 
d’une bonne approximabilité de la solution par les fonctions du 
système permet d'obtenir une plus grande vitesse de convergence des 
solutions approchées. 


$ 6. Application aux problèmes aux limites 
pour équations de type elliptique 


6.1. Nous allons appliquer ici la théorie générale des méthodes 
d’approximation à la résolution approchée des problèmes aux limi- 
tes pour certaines équations de type elliptique. Nous considérons 
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notamment le problème aux limites pour l’équation 
Au + au = v (1} 


dans un domaine D limité par une courbe ll, avec la condition aux 
limites 
U [r = 0 (2) 


en dimension m (= 2, 3). Pour mener à bien notre étude, outre la 
théorie générale, nous aurons besoin de certains résultats de physi- 
que mathématique et de théorie de l’approximation que nous citerons- 
sans les démontrer. 


THÉORÈME DE GUNTER-KoRN. Si u est solution de l'équation 
Au = f, u [r = 0, (3} 


où l'est un contour lisse et la fonction f vérifie la condition de Lipschitz 
dans le rapport B et avec la constante M (f € Lipar B), alors u (x,y) 
possède des dérivées partielles secondes vérifiant la condition de Lip- 
schitz dans n'importe quel rapport B" << $, et de plus 

ô?u : du . 

Pet, Pt eLipwÿ (M'ECM, C=C(B, B'))*). 

On sait que si les fonctions d’une variable jouissent de certaines 
propriétés de dérivabilité, il est possible de les approximer, en même 
temps que leurs dérivées, par des polynômes trigonométriques ou 
algébriques. Ceci étant, si la fonction s’annule aux extrémités de 
(a, b], on peut faire en sorte que les fonctions approximantes s’y 
annulent aussi, et notamment exiger dans le cas d’une approximation 
par des polynômes algébriques qu'elles renferment le facteur 
(t — a) (b — t). 

Les fonctions de plusieurs variables sont justiciables de théorè- 
mes analogues. Nous en citons deux: l’un établissant la complétude 
du système de fonctions correspondant, l’autre caractérisant la pré- 
cision de l’approximation. 


THEOREME DE COMPLETUDE **). Soit donnéun domaine D limité par 


un contour T', d’équation 
© (x, y) = 0, 


où w est une fonction continüment différentiable par morceaux, et de: 
plus 


© (x, y) > 0 ((x, y) ED), grado (x, y) 0 ((&, y ET). (4} 
A lors le système de fonctions de la forme 
| u (x, y)=o(z, y) P(x, y) (P est un polynôm-) 


*) Cf. Gunter [1]. 
*s) Cf. Kantorovitch et Krylov, page 296. 
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est complet dans l’espace Wa (c'est-à-dire dans l'espace des fonctions 
de W;" s'annulant sur T). 


TH£EORBME DE HARRIK *). Supposons qu'une fonction w remplit les 


conditions du théorème de complétude, mais qu'en plus elle est k-con- 
linûment dérivable et ses dérivées k-ièmes vérifient la condition de Lip- 
schitz. Si une fonction u est k-dérivable et ses dérivées k-ièmes vérifient 
la condition de Lipschitz dans le rapport «&, il existe une suite de poly- 
nômes P, de degré < n, tels que les fonctions wP, approximent u avec 
ses dérivées, plus précisément 


Iu—oP, ln=0(-—); (5) 
OÙ 


ôtu 
luln=> D mx |. 
i1=0 V1+Voeuwi 


(6) 


6.2. Voyons maintenant le problème aux limites posé au début 
du paragraphe. On cherchera la solution approchée sous la forme 


(x, y) = 0 (x, y) P (x, y), (7) 
où P est un polynôme de degré < nr, et w vérifie les conditions du 
théorème de Harrik pour k = 1. 

Les coefficients du polynôme P (en nombre V) sont déterminés à 
partir du système d'équations 


| (AG + haë) bi ds dy= | | vt,drdy (k=1,2,...,N) (8 
D D 


{on parlera plus bas du choix de &:). 
Considérons l’espace U des fonctions u 2-continüment dérivables 
s'annulant sur F, muni de la métrique et du produit scalaire par 


lu || = [J | Au Paz dy |, (u4, We) = Î | Au, Au, dx dy. 
D 


Prenons : 

pour Ü l’ensemble des fonctions L ; 

pour V l'espace des fonctions de la forme v = Au (u E U), autre- 
ment dit des v tels que la solution de l'équation Au = v appartienne 
à U: 

pour a de V la métrique de l’espace hilbertien L° (D): 

pour V enfin, l'ensemble des fonctions de la forme U= Au 
(u EU). 

*) Cf. Harrik [2]. 
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Ceci posé, on peut traiter le problème aux limites comme une 
équation fonctionnelle de la forme 


Gu + ATu = uv (Gu = Au, Tu = au), (9) 


les métriques des espaces U et V étant adaptées de telle sorte que G 
réalise une isométrie entre U et V. 


Pour &,, C+, . .., Gn on peut prendre tout système linéairement 
indépendant de fonctions dans V, par exemple 


by=Alo(x,y)z'y] (G+j<n). 


Si par D on entend la projection orthogonale de V sur Ÿ, alors l'équa- 
tion Du = 0 équivaut au système d'équations 


(v, t)= | (vs dr dy =0 (k—1,2,...,n). 
D 


Le système (8) s'écrit donc dans les nouvelles notations 
DGu—DTu = Dv, (10) 


c'est-à-dire l’équation approchée est la projection de l'équation 
exacte, donc la condition I ter est satisfaite pour u = 0. 

Pour vérifier la condition II ter, nous allons montrer que pour 
u EU on a Tu = au€ Lip B, où B<1 si m—=2 et B <1/2 si 
m = 3. 

En effet, u € W? puisque u € U. D'après la remarque suivant 
le théorème d'immersion (XI.4.4. tome 1), u € Lip B, où 


B<1 (m—=2), B<1/2 (m = 3). 


Il s’ensuit, en vertu du théorème de Gunter-Korn, que les dérivées 
secondes de z = G-ITu = Alau appartiennent à Lip B’, où B° < B, 
c'est-à-dire B° << 1 pour m = 2 et B” < 1/2 pour m = 3, et de plus 


d?z 
FES Lip B’ 


D'après le théorème de Harrik, la fonction z et ses dérivées admet- 
tent une approximation d'ordre _—. par des fonctions de la forme u, 
n 


<Cliuil. 


d'où la majoration 
IG Tu— 
n 


Donc, la condition IT ter est vérifiée pour pu = © (1/n$°). 

De façon analogue, si v appartient à Lip f, notamment si ve 
€ W;”, le même raisonnement montre que u. = O ({/nf). Tout ce 
qui vient d'être dit permet de conclure dans ce cas à la convergence 
de la méthode des moments pour les principales fonctions des formes 
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indiquées, cette convergence ayant lieu pour la métrique de U: 
es 1 
[u*— ui lu = 0 (—-). 
n 


D'où l’on conclut immédiatement à la convergence uniforme des 
fonctions. En effet, en se servant de la représentation de uw au moyen 
de la fonction de Green, on obtient 


put Ce, Da DIET ete, v) à (ur de ay < 


<[] Vie was dy] ui = 0 (Ce). 


A noter que si l’on dispose de plus de données sur les propriétés 
différentielles de la solution, on peut établir une plus grande vitesse 
de convergence. 

6.3. La convergence de la méthode de Galerkin peut être établie 
sans indication de l’ordre exact de la vitesse dans des conditions 
bien plus générales que pour la méthode des moments. 

Considérons le problème aux limites ee l'équation 


Au+A (au+b + Len à +)=v (11) 
avec la condition 
ulr = (0. (12) 


On admettra que les coefficients a, b et c sont continûment déri- 
vables. 

Cherchons la solution sous la même forme que dans 6.2. Déter- 
minons les coefficients à al du in de la méthode de Galerkin 


JL Cañ+a (aë+2 3 Ro 7) )J6s ar ay = | | vti dr dy 


(k—1, 2,...,N). 


Les fonctions &, sont ici de la forme &, = w (x, y) Pa (x, y), où 
P; (x, y) sont des polynômes de degré << n. Munissons U d’une mé- 
trique 


(4, Us) = — | fu Au, dx dy = [5 [Se Se + Fe Fe |dz dy, 
lur=—[fuavé ati] (5) + (SE) ] ax dv, 
D D 


et V respectivement 


Gr v)v = (Gus, Gv)u, Ilvilv= ||" lu, 
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c'est-à-dire si u, et u, sont des solutions des équations Au = v, et 
Au = v,, appartenant à U, alors on convient que 


(is Ve) = — | | uv, dx dy = — ( | UV, dx dy, 
D D 


Ie — (uv, dx dy. 
D 


Le problème aux limites envisagé peut être mis sous forme d’une 
seule équation fonctionnelle dans l’espace U: 


Gu+ATu=rv (Gu= Au, Tu= au +b 2 +c ); 


et l'équation approchée devient 


Gu + AOTu = Ov. 


Pour mettre en application le théorème 1.6 vérifions la compacité 
de l'opérateur G”!T. 
Il est immédiat de voir que |’ espace U est linéairement isométri- 


que à une partie dense de l’espace W:». Pour le prouver, il suffit de 
prendre pour métrique de W,"? la métrique définie par la fonctionnelle 


| u (x, y) dr, 


r 


ll pe =| Îu(z, y) ar +{f | Igrad u fax dy} 
r 


={{] TEE | de dy} =|I2 lu, 


donc l'opérateur T peut être considéré comme un opérateur li- 


LES 


néaire continu de W: dans L?. L’inégalité de Bernstein-Ladyjens- 
kaïa nous dit que l'opérateur inverse A” de L? dans W° est 
continu (cf. Ladyjenskaïa, chap. II, $ 6). Donc, ATT EB(W:», 


W®). L'opérateur d'immersion de W: ” dans wW:r est com- 
pact (LE 3.5, tome 1), donc AIT regardé comme un opérateur 


de wW:2 dans wW® est également compact. 

D'après le théorème de complétude, la suite des projections P, 
= G7"106G converge vers l'opérateur identité sur U. Donc, on Peut se 
servir du théorème 1.6 qui dit que la méthode de Galerkin est con- 


126 THÉORIE G£NÈRALE DES METHODES D'APPROXIMATION [CH. XIV 


vergente dans l’espace U. D'où l’on déduit que les solutions appro- 
chées convergent uniformément vers la solution exacte. 

A noter que les raisonnements précédents sont valables sans au- 
cun changement au cas où le nombre de variables indépendantes est 
supérieur à deux. 

Indiquons en conclusion que d’autres applications intéressantes 
des méthodes exposées dans ce chapitre sont accessibles dans de 
nombreux travaux et notamment dans Kalandia [1], Vladimirov [1], 
Philippov et Riabenki. 


CHAPITRE XV 


MÉTHODE DE LA PLUS FORTE PENTE 


La méthode de la plus forte pente (on dit encore de la pente maxi- 
mum) est actuellement l’une des méthodes de résolution des problè- 
mes d’extrémum libre les plus répandues. A l'origine elle fut consi- 
dérée comme une méthode variationnelle de résolution des équations: 
fonctionnelles linéaires et de détermination des valeurs propres d’opé- 
rateurs linéaires. Comme dans toute méthode variationnelle, la ré- 
solution de l’équation (la détermination des valeurs propres) se ra- 
mène à un problème d’extrémum d'une fonctionnelle de forme spé- 
ciale, définie sur l’espace tout entier. Cette méthode convient à la 
minimisation de fonctionnelles d’une forme bien plus générale que 
celles mentionnées ci-dessus. En un nombre de pas peu élevé, elle. 
conduit à un voisinage assez petit d’un point stationnaire (au voi- 
sinage d’un point minimum si la fonctionnelle est convexe). 

L'idée de la méthode est la suivante : on construit une suite d’ap- 
proximations du minimum telle que le passage d’une approximation 
à la suivante se fasse suivant la direction de la plus forte décroissan- 
ce de la fonctionnelle considérée. D'où la dénomination de la mé- 
thode. 


L'idée de cette méthode remonte à Cauchy qui l'a considérée dans le cas. 
d’un espace de dimension finie. Dans le cas général de fonctionnelles quadrati- 
ques, cette méthode a été développée par L. Kantorovitch (cf. Kantorovitch 
[7], (9]). Pour la démonstration des théorèmes généraux énoncés ci-après ($8 1 
et 2) on s’est inspiré des travaux de M. Birman [1], {2]. Certaines modifications. 
de cette méthode et ses applications à divers problèmes sont accessibles dans 
Vaïnberg ; Krasnosselski et autres; Lioubitch et Maïstrovski [1]. L. Zah a dans 
sa thèse (1955) appliqué la méthode de la plus forte pente à la résolution d'é- 
quations différentielles elliptiques ($ 3). Au $ 4 on utilise une approche qui 
a déjà servi à l'étude de la méthode du gradient lié (cf. Démianov et Rubinov). 


$ 1. Résolution des équations linéaires 


1.1. Soit O une fonctionnelle réelle (non linéaire) définie sur un 
espace X normé (réel ou complexe). Supposons que ® est minorée sur 
X et cherchons l'élément r* € X (s'il existe) qui la minimise: 


D) >D(*) (EX). 
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Pour résoudre ce problème on procède généralement comme suit: 


on construit une suite {x,} « minimisant» la fonctionnelle ® au 
sens que 


lim D(z,)= infO(x). 
ñn— 00 xEX 

Dans certains cas il est possible de construire une suite {x,} 
convergente vers un élément z*. Si l’on admet que © est continue, 
cet élément sera solution du problème posé. 

La méthode de la plus forte pente est une méthode de construction 
d'une suite {z,} qui est minimisante pour une assez vaste classe de 
fonctionnelles. Cette méthode peut être énoncée pour des fonction- 
nelles © dérivables suivant des directions. 

Soit x un élément fixe de X. Considérons la demi-droite issue de 
x dans la direction de z, c’est-à-dire l’ensemble des éléments de la 
forme x + «az, où « est un nombre réel positif, z -£ 0 un élément de 
X caractérisant la direction de la demi-droite *). La restriction de la 
fonctionnelle O à la demi-droite indiquée est une fonction de varia- 
ble réelle que l’on désignera dans la suite par q (&; x, z). Plus exac- 
tement 

pu; x, 2) = O(r+az) (a > 0). 


On conçoit que la dérivée de la fonctionnelle ® suivant la direction de 
z (au point zx) est par définition l'expression 


À .. Otz+h)—O(2) 
Oo "à + 


On admettra que la dérivée ss (x) existe pour chaque direction et 


que, de plus, il existe une direction suivant laquelle cette dérivée 
est minimale. Cette direction s’appelle direction de la plus forte 
pente de la fonctionnelle ® en x. 

Passons maintenant à la description de la méthode. Supposons que 
la fonctionnelle © est dérivable en chaque point x suivant toutes les 
directions, et de plus pour chaque z € X il existe une direction de 
plus forte pente. Choisissons arbitrairement un élément x, € X 
(l'approximation nulle vers le minimum). Supposons x; trouvé. Il 
semble naturel de chercher l’approximation suivante sous la forme 


80 Æ 
es = LT? (æ ; T, 2) de 


Th+1 = Th À Eh#1Zr+1e 


Zn+1 St la direction de plus forte pente au point x;. Le paramètre 
numérique &, +. est appelé valeur de la pente. On peut le déterminer à 
partir de considérations différentes. Indiquons trois d’entre elles. 


*) Deux éléments non nuls z, et z, définissent une même direction si, et 
sulement si, ils sont positivement proportionnels (c'est-à-dire z, = Àz, pour 
un À > 0), ou ce qui revient au même s'ils sont situés sur une même demi- 
droite issue de l’origine. D’une façon générale, la direction est définie par la 
donnée d’un vecteur portée par la demi-droite. 
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+ azr+1) est nie eomae fonction de «. Alors la on 
p(æ; Zx, Zr+1) est décroissante au moins sur l'intervalle [0, æ;], 
où ax est la plus petite racine positive de l'équation 
p'(&; Tr, Zn+1) — 0. Cette racine est la valeur de la pente e4,1. 
2) Supposons que la fonction (x; Zz, Zr41) atteint son mini- 
mum en un point du demi-axe positif. Ce point est la valeur de la 
ente. 
i Si O est une fonctionnelle strictement convexe, les deux métho- 
des indiquées coïncident (pour plus de détails voir 4.4). 
3) Donnons-nous ie suite de nombres strictement positifs 


{e.} telle que e, —0 et À Er — © (on admet que la direction de z4 


est normée, c éticdire : Zr || = 1). Nous admettons que la valeur 
de la pente est égale à e, au k-ième pas. 

Après avoir opté pour un procédé de détermination de la valeur 
de la pente, on obtient une suite {z,} qui est minimisante dans de 
nombreux cas. La construction décrite constitue le principe de la 
méthode de la plus forte pente. 

La marche à suivre est la même si l’on cherche le maximum d'une 
fonctionnelle majorée. Dans ce cas il faut considérer la direction de 
plus forte montée. 

1.2. La minimisation d’une fonctionnelle et la résolution d’une 
équation fonctionnelle linéaire sont reliées de la manière suivante. 

Soit U un opérateur auto-adjoint dans un espace hilbertien H. 
Désignons comme toujours par m et M les bornes inférieure et supé- 


rieure de U (cf. IX.4.3, tome 1). Supposons que m >> 0 et considé- 
rons l'équation 


Uxz = y. (1) 


L'opérateur inverse U-! existe, puisque À = 0 n'appartient pas au 
spectre de U (théorème IX.5.3, tome 1), donc l’équation (1) possède 


une solution unique x* — U-ly quel que soit l'élément y € H. 
Formons la fonctionnelle 


F (x) = (Uz, 2) — Lx, y) + G, 2)] (& EH). (2) 


THEOREME 1. La solution x* de l'équation (1) minimise la fonction- 
nelle (2). Inversement, si un élément x minimise la fonctionnelle (2), il 


# 


est solution de l'équation (1), c'est-à-dire x = z*. 


DEMONSTRATION. Comme y — Uzr*, on peut mettre la fonction- 
nelle F sous la forme 


F (x) = (Uz, x) — (x, Ux*) — (Uz*, x) — 
= (U(z—2*), x — x2*) — (Uz*, x*). (3) 
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D'où 
F(z)>zm(z—2*, z—2*) — (Uz*, 2*) > —(Uz*, at) = F (x*), 
c'est-à-dire z* minimise la fonctionnelle F. 

Cette inégalité entraîne également la deuxième partie du théorè- 
me, puisque 

O=F(2)—F(x*)=(U(z—zt), z—2*)Dm(z—zt, za), 
donc z=z#*. 


REMARQUE. Si l'existence de la solution z* est établie, on voit de 

la démonstration du théorème que la condition m > 0 peut être 
remplacée par une condition plus faible: (Uzx, x) > 0 pour tout 
z  (. 
1.3. Appliquée à la fonctionnelle (2), la méthode de la plus 
forte pente conduit à une suite convergeant vers z*, solution de l’équa- 
tion (1), ce qui permet de la considérer comme une méthode de résolu- 
tion approchée de l’équation (1). 

La marche à suivre est la suivante. 

Si x, zEH, alors 
F{+2=(U(c+2),z+ 2) — (x +2 y) + (y, x + 2] = 
= (Uz, x) — [(x, y) + (y, 2)] + I(Uz — y, 2) + (2, Uz — y) + 

+ (Uz, 2) = F (æ) + ((Uz — y, 2) + (2, Uz — y)] + (Uz, 2), (4) 
d'où 
OF, _ 1 u __ A1 _ 2Re(Uz—y, 2) 
7 = TT Us y, z) + (2, Uz y)] = | z | . 


Donc, la direction de plus forte pente au point x, est définie par 
l'élément (—z), où 
A = Uzo — y. 
Pour déterminer e, formons l'équation 
p' (@i Zos —2) = 0, 

où, en vertu de (4), 
pa; ze —2) = F (to — a) = F (to) — 2 (4, 41) + 

+ a* (Uz, 2)- 
Donc 


E4 = (Z1 21) 
(Uzys 21) ” 
En définitive 

Zi = To — E1Ze 
De façon analogue 


n=nu-e2 (z=Ur—y, 8-51 
(Uz2, Z2) 
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et en général 
Tn — TIn1 — Entn (r 7 1, 2, .), 
Zn =Urnu—yY, € = -Gn:5n)_ (n=1, 2, >): 
n nf 9 n (Uzn, En) y ge 
La suite {r,} est minimisante. Bien plus, on a le 


THROREME 2. La suite {x,} converge vers x*, la vitesse de conver- 
gence étant donnée par 


lent RC(Ee)" (n=0,1,..; c=tal), (6) 


DEMOoNSTRATION. Mettons l'équation (1) sous la forme 
z = x — kUz + ky. (6) 
Choisissons le coefficient k => 0 tel que l'opérateur 
T = I —kU 
soit de norme minimale. La norme sera minimale si 
À — km = —(1 — XD), 


où 4 — km est la borne supérieure et 1 — XV la borne inférieure 
de 7. D'où 


D 


ke. 
Ceci étant 
LT = 1— km =AM—1 = ES | (7) 
Désignons 
a = Tro + ky = 20 — k (Uzo — y) = 20 — ka. (8) 


Considérons maintenant l'opérateur V = Ul/* (cf. théorème 
V.6.2, tome 1). Grâce à (3) on peut mettre la fonctionnelle F sous la 
forme 


F(z)=(U(z—zx*), z—x2*)—(Uz*, 2*)—=(V (z—x*), V(xz—x*)) — 
— (Vzr*, Va) = [Ve — 2*) IP — 1 Vr* IF. (9) 
L'inégalité évidente F(x)>F(z)) entraîne 
F(a)—F(*)<F (x) (2*), 
ce qu'on peut encore écrire grâce à (9) 
[LV (eat) RIT (ri — 2%) IL. (10) 


132 METHODE DE LA PLUS FORTE PENTE [CH. XV 


L'équation (6) est équivalente à l'équation (1). Donc 
ZY = Ta + ky. 
En retranchant ceci de (&), on trouve 
Z —2* = Tryo — 1*) 
et par suite 
V (ni — 2*) = TV (zo — z*), 


d'où 
UE 2%) RIT IV Go) = Me IV (xo—z*) Il. 
En comparant avec (10) on de 
UV Gt) SET IV (co 2) Il (11) 


Mon 
Les mêmes raisonnements pour chaque nr = 1, 2, ... condui- 
sent aux inégalités 


AV ent) SE V nat) (et, 2, ...). 


ME 
Et en définitive 
LV Gr (SE) IV Got) = 1, 2...) (12 
La fonction t-!/? étant continue sur [m, Af] et a fortiori sur Île 


spectre de l'opérateur U, l'opérateur inverse V-? existe, et de plus 
{cf. théorème IX.5.2, tome Î) 


[V1 || = ns 1 


7 D pa 


À noter encore que 


|| V [= max Vit=VM. 
tESy 


D'après ce qui précède, il vient compte tenu de (12) 


Una VV ou 2%) IV (RE) AV Go 2%) I 
SUV NV (LE) rte VE) ro 2% 


Cette majoration est défavorable, car le second membre contient 
l'élément inconnu z*. Pour éviter cela on remarquera que 


OP Go at) VU ao 2%) RU PU ll = EL, 
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z M — n 
Ir (EE) (met, 2, ...), 


ce qui est confondu avec (5). 
C.q.f.d. 
1.4. Exprimons l'approximation x, en fonction de x, et z,. On a 
= Li — Eo%o = Li — Es (Uzi — y) — 


Il 


To — EZ — Es (Uro — Y — EUZ) = To — (E1 + Ee) à + 
+ EjEoUZ, —= Lo + À "2; + de Uz1- 
On prouve sans peine par récurrence que 


Tp = zo + AŸ2z, + ...+ APUP-12,. (13) 


Considérons l’élément 
Zn = Lo + A +... + ADUPTI, 


et déterminons les coefficients complexes À,, À+, . .., À, à partir de 
la condition de minimalité de la fonctionnelle F (x,,,). Comme 


p p 
F (za) = (Uzxo + à AjU 721, Zo + 2 AjUT"1z,) — 
j= J= 


P — e 
— [ra Y) + (4, ze F (0) + 2 (A+ À) (077124, 22) + 


D Op 


+ D D Ajhu (Uizy, UX12), 
j=1 k=1 


en désignant Àg = On + tri (4 = 1, 2, ..., p) on obtient pour la 
détermination de À, deux systèmes d'équations | 
6F(w) _p  2F (uw) | 


20; ? à —0 (j—1, 2,...,p), 


ou, sous la forme détaillée 


p p 
(US 124, 25) + 2 Ox(Uiz, UY1z) = 0, D ts (Uizs, U*-1z,) = 0. 


kh=i 


En multipliant la deuxième égalité par i, en ajoutant à la première 
et en tenant compte du fait que (U?z,, U"-1z,) — (U?+*-1z,, z;), on 
peut grouper les deux systèmes en un seul 


p 
(U*"12,, 22) + 2 À (Ui+ "124, 21) = 0 (3 == 1, 2, La p). (14) 
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Comme le minimum cherché existe manifestement, ce système admet 
une solution *). 

A partir de l'élément x,;,) construisons de façon analogue un élé- 
ment x) et ainsi de suite. On obtient en définitive une suite z{o = 
=Z0, Zu, - - . Correspondant à la variante en p pas de la méthode de 
la plus forte pente. 

De la construction de la suite du processus en p pas, il est clair 
que la convergence vers z* sera au moins p fois plus rapide que pour 
Ja suite {x,}. En effet, en se servant de la démonstration du théorè- 
me 2, on établit sans peine que 


oo et ST (PT (15) 


Mais, en fait la convergence est bien plus rapide. 
THÉORBME 3 (Birman). On a la majoration 


: 1 n 
tin 2* 1 ga NE N m=1, 2, (6) 
p M —m | 


où Ô, (t) est un polynôme de Tchébychev de degré p: 
BD () = cos p arccos t (t E[—1, 1]). 
DEMONSTRATION. Soit l'équation 
z=Tz+y (T=1—Uq(U), y=(U)y), (47) 
où œ(t) est un polynôme de degré p — 1. 
Désignons 


p 
Zi Tro+y= 20 — (VU) (Uxzo— y) = Zo — p (U) 4=%+ À CRU*T 124. 


Il est clair que F x) >F (Zz«). En reprenant les raisonnements du 
théorème 2, on obtient 


rat h<l pri (@=1, 2, ...). (18) 

Comme 
TTIS max [1—tp()|, 
tE[m, M] 
on conçoit qu'il faut déterminer le polynôme o (t) à partir de la 
condition de minimalité de Hi | 1 — to (t) |. Si l'on désigne 
tElm, M 

d (£) = 1 — to (t), alors y (t) sera le polynôme de degré p qui s'écar- 


*) Cette solution n’est pas forcément unique. Cependant la valeur de 
F (za) ne dépend pas du choix de la solution. 
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tera le moins de zéro sur l'intervalle [m, M] et de plus 1 (0) = 1. On 
sait que *) 


ÿ () —. 
(5) 


Comme 


2t—M—m 
Max |Üp(———)| = max |d,(t)|=1 
tE[m, " d M—m ] te[-1, 1) [0 ()1=1, 


on obtient pour || ? || la majoration 


1 
TIIS max | = ——— — 
IE VO TEE 


ce qui, en vertu de (18), prouve le théorème. 
REMARQUE {. Soit p (t) un polynôme de degré p. On a alors (Na- 
tanson [I], page 78) 


10 (to) 18, (to) ren is le (#)1 (ltol > 1). 


En prenant p(t)=#P, to= Len , On aura 
1 M—m \P 
A (=) <(37=—) . 
P\M—m 


Donc, (15) est une conséquence de (16). 
REMARQUE 2. Comme 


tP too 2P”1 


la majoration (16) diffère de (15) d'un facteur proche de 


>)" si a est assez grand. 

Samokich [1] a obtenu une meilleure majoration que (16) sous 
des hypothèses supplémentaires sur le spectre de l'opérateur U. 

REMARQUE 3. Pour m = 0, on démontre que si l’équation (1) 
admet une solution (pas nécessairement unique), la méthode de la 
plus forte pente converge vers la solution z* la plus proche de x, 
(Friedman [1]). En outre, on a la majoration F (x,) — F (x*) = 
= O ({/n), mais la vitesse de convergence de zx, vers z* peut être 
aussi petite que l'on veut. 


*) Cf. Gontcharov [1], page 230. 
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$ 2. Détermination des valeurs propres des 
opérateurs compacts 


2.1. Considérons maintenant un opérateur auto-adjoint compact 
U. On supposera sans nuire à la généralité que M> |m|>0 
(cf. IX.4.3. tome 1). Alors 

… _ (Uz, z) x) (Uz*, z*) 
M = rer (Uz, z)= on SCA (x, x) œ (zx, z*) ? 
où z* est l'élément propre associé à la plus grande valeur propre 
À = M. Donc, À, est la plus grande valeur de la fonctionnelle 
Lee 


(x, x) 
et, en vertu de IX.4.3 (tome 1), tout élément réalisant le maximum 
est élément propre. 
Utilisons la méthode de la plus forte pente *) pour déterminer le 


maximum de la fonctionnelle Z. Soit un élément normé zx, € H. 
Comme 


 (Uzos to) + a (Uzo, 2) +a(z, Uxzo) + a? (Uz, : 
RE dat )lat de 0 
alors 


OL (3,3 1Uzo 2)+(: Uzo)]— Hz, 2) + 20) (Uzo. &o) 
ë Iz] 
_ (Uzo —HoTos 2) + (z; Vo =Hoto), 
Izl 
Ho = L (to) = (Uxo, Zo). 


De l'expression (x) il est clair que la direction du «gradient» 


est donnée par l'élément z, = Uzs — uozo (on admet que z, = Ü). 
Donc, €, se déduit de l'équation 


P (@; To 21) = 0, (2) 


(&@; Zo, 21) = L (ro + az). 


où 


Comme 
(Zos 21) = (Zos UXo — Uto) — (Zos Uxo) — Ho (Zos To) = 0, 


(Uzos 21) = (UoZo + 213 21) = Ho (Co: 21) + (2 21) = (Zi, 2), 
des transformations élémentaires nous permettent de mettre l’équa- 
tion (2) sous la forme 

2 {(z15 21) HU z1, 21) — Ho (21: 21)] & — (21, 21)° a} _ 
[1+@? (21, 21)]° 


*) Plus exactement, la méthode de «la plus forte montée ». 
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Donc, €, est racine positive de l'équation 
(ur 2) @* — ((Uzs, 3) — Mo (215 21)) @ — (13 1) = 0, 
c'est-à-dire 
e, = (Us 20) bo (C1 54 VU 21) — bo Gr 2) 44 Gr 2) 


2 (21: Z1)% 
Posons 


20 = 29 + E2 
et prenons pour approximation suivante l'élément 
zO)  zo +121 
zx | To + €121 || © 


En effectuant la même procédure avec l'élément x, et les élé- 
ments suivants on obtient la suite x, x, . . ., z,, . 


z(n) 
TT] ? IT te:z, (R=A1, 2, PR 


où (n = 1, 2, un) 
= Uzxz,_ —Mn-iln-1is Ln-1 = L (Zn-1) à (Uzh-s, Tn-1); 


. 2n)—Mn-1 (Zn: 2n)]+ V [(Uzn Zn) —Wn-1 (Zn: 2n)]+4 (2n, En) 
2(2n; Zn)° 
2.2. S'agissant de la convergence de la suite {u,} vers À, et de la 
suite {x,} vers l’élément propre correspondant, on a le 


Ti = 


En = 


TH£ROREME 1. Si un élément x, n'est pas orthogonal au sous-espace 
propre associé à la plus grande valeur propre M = M, alors lu, — À 
et x, — z*, où x* est l'élément propre associé à la valeur propre À. 

D£MONSTRATION. Désignons par A4 (k = 1, 2, ...) les va- 
leurs propres de l'opérateur U, par H1, — H, les sous-espaces pro- 


pres correspondants et par P, les projecteurs sur ces sous-espaces. 
Posons d’autre part 


 —_ Pro ne 
è Il Paxo | 
D'après IX.4.5 (tome 1), on a 


To = D Pito = 2 I Pato || T? = > CoxTh 


(Cor = || Prto ||, k=—1, 2, .….). (3} 


Il est clair que cyx > O0 (k = 1, 2, ...) et, par hypothèse, c;, > 0. 
Les termes du second membre de (3) étant deux à deux orthogonaux 


TL 


*) Si Pyzo = 0, alors z? = 0. 
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et ||zx? || = 1, il vient 
D ci Con = || To [= 1 


et enfin 
Mo = (Uxo, To) = > DErCT (Ho À1)e 


L'élément x, peut aussi être exprimé en fonction de zx, x2, .. 


effet 
ie 209 _ Zo+E121 __ Zoe: (Uxo— Moto) 
lz® | I z || | z® | 
Or 
Uxo — > AnCoRTE 
donc 
Ti, = D CiRTR (cn = Le On pe)l con Ce) “9 ÿ k—1, 2, 
R 


Comme précédemment 
Dci =1, pi= 2 Ancin, C1, > 0. 
De façon générale 
Tr — 2 CnhTR 
[+ en (ru je ik, ”- 
(cnx = = Re; k, n=1, 2, > 


en outre 
dd, Un = D) Ancèn, Cni > 0 (n=0, 1, 
k k 


[CH. XV 


. En 


(9) 


Exprimons u, en fonction de u,_,. En vertu de la formule (1), 


on a 
Un=L(z)=L(a®)= L (rs + Enr) = 


— (Urn-1 Zn-1) +2£n (Urzn-1, 2n)+ en (Un; En). 


1+ 2en (zn-1r 2n) Eh (Zn: Zn) 


Mais 
(En-ys Zn) = (En Urnn — Unntnn) = 0, 
(Uzn-10 Zn) = (Un-1Tn-1 + Zn, Zn) = (Zn, Zn). 
Donc 
__ Hn-1+2En(2ns 2n)+Eh (Uzn, 2n) _ 
hr 1FeH(zn en) 


ne nu, + 2 (&n, 2n)Feñ [(Uzn, 2n) —Hn-1 (zn, 2n)] 


1+ef (Zn Zn) 
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De plus e, est solution de l'équation 
(Zn Zn)? en — [(Uzh, Zn) — Un-1 (Zn; Zn)] En — (Zn: Zn) = 0, (6) 
de sorte que 
En [(UZn, 2n) —Un-1 (Zns 2n)] = En (Zn, 2n)?— En (Zn, 2n)- 
En tenant compte de ceci, on obtient 


2En (2n, Zn) FER (Zn, 2n)?—En(2n, 2n) 


Un = Uni + 1+ei (Zn Zn) 


d’où, en définitive, 
Mn Fe Mn-1 nn En (Zn Zn). (7) 


Comme e, > 0, il vient u, > u,_, donc étant bornée la suite 
{un} (Un < A1) admet une limite que nous désignons par pu: 


= lim pe 
n—+00 


De (7) il suit que 


lim e, (Zn, Zn) = 0. (8) 
L'inégalité 
| En (Uzns Zn) | K I U Il En (Zn, Zn) 
entraîne 
lim e, (Uz», Zn) = 0. (9) 


En tenant compte de (8) et (9), on trouve en passant à la limite 
dans l’équation (6) 


lim (2h, Zn) = 0. 


Donc 
lim [Uxz,—unzh] = lim 2h43 = 0. (10) 


n—00 


L'opérateur U étant compact et la suite {r,} bornée, il existe une 
sous-suite {zh n telle que {Uz, 5) soit convergente. De la relation (10), 


il résulte que la suite {r,,} est convergente. Supposons que In, + z. 
En passant à la limite dans l'égalité 


Uz», —Hnjln; = Zn;44) 
on trouve 


Ur—ux=0. 


Donc, u est valeur propre et x l'élément propre qui lui correspond. 
Montrons que u = À et x = ri. Supposons que u = À, (s > 1). 
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Compte tenu de (4), il vient 
ZT — Ÿ ChTh (Cr — lim M Cn jk s =; 2,225); 
Fe ; 
Or, (x, x#)=0 (k=Æs), donc z=—c,r*, et de pas |cs| — 1. Comme 


Crns >0, on trouve eee ee et z—2*. 
Considérons le rapport =. D'après (4), il vient 
Cni 


Cns ___ 1+eEn(Âs—Un1) Cn-1,s Cn-1.xs 


RD es SEE EP 


Cn1 1+ en (A1 —Un-1) Cn-1,1 Cn-1,1 ? 


c’est-à-dire ce rapport décroît lorsque n croît. Mais limc,,,— 


j0o 
—=c,=1, donc limc,;;—c;—0 et par suite 
00 
| Crys 
lim — ©, 
J—00 Cny1 


ce qui est contradictoire. Donc pu = À,, z = zi. 

Prouvons maintenant la convergence de la suite {x,} vers xi. 
Soit d la distance du point À, au reste du spectre de U. On a 
tn — 2 = tn +2 (an, 21) —(xf, 2h) = 


=2(4—e)<2(4—n)=2 SES (A) cha. 
k>2 k 
Comme en vertu de (23) 


2 (Ai — Àn) Chr = À; 2 Can — D Anchr = Âi—Un: 
il vient 
u 2 
Il Tn — T1 SZ (A — Un) (n = 0, 1, ...)- (11) 


D'où il suit que zx, — zf, puisque uy — À.. 

C.q.f.d. 

REMARQUE. S'agissant de la vitesse de convergence de u, —+ À, on 
peut établir que 


M — Un < g (1 ss Qn) (A1 LS Un-1) (nr — 1, 2, Se .), 


__M—m—d 
1 M=m+a ? 
et que la suite {«,} tend vers zéro en décroissant de façon monotone. 


Si donc » est assez grand pour que g (1 + An) < 1, la vitesse de 
convergence est caractérisée par une progression géométrique. 
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La vitesse de convergence de x, — ri peut être caractérisée à 
l'aide de la majoration (11). 

Dans Samokich [2], la méthode de la plus forte pente est appli- 
quée à la recherche des valeurs propres. 


$ 3. Application aux équations différentielles elliptiques 


3.1. Appliquons la méthode de la plus forte pente à la résolution 
d’une équation différentielle elliptique. Pour simplifier, nous con- 
sidérons le problème aux limites pour l’équation auto-adjointe du 
second ordre avec deux variables indépendantes dans un disque fermé 
D (centré en l'origine des coordonnées) limité par le cercle S : 


Lr=-< (as) + (be) +er=p. xz|s—=0; (1) 


les coefficients a et b étant supposés être des fonctions continüment 
différentiables; les fonctions c et p, continues; a, b> 0; c>0 
dans le disque D. 

Appliquons l'opérateur —A aux deux membres de cette équa- 
tion. On obtient une nouvelle équation 


Uz = —ATLz = ÿ (b = —ATv), (2) 
que l’on résoudra dans le sous-espace W: des fonctions de W.” 
s’annulant sur S. On rappelle (cf. XIV.G. 5) que l'opérateur AT est 
un opérateur linéaire continu de L* dans We, si bien que wE€ W:. 


Vérifions que l'opérateur U — —A-IL réalise les conditions du 
$ 4. Soit x une fonction de W: 2-continüment dérivable. La étant 
une fonction continue, on a y = Ur — —A”LrE€ wW:® ae W.: , . En 


appliquant deux fois la formule de Green on obtient 
(Uz, r)=(—ATLz, x) = (y, x) — 
= l DEL USE) dsdt- “1 [+ SE |dsat- 
ff rave [Te [+ ( a) 7 
={{[a(< (= }°+0($)"+e | ds at. (3) 
D 


Cette relation donne 


(Uz. > || (SE) + (5) ]esdt= a (x, x), (4) 


D 


(05) +cz | ds dt = 
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a = minÎmina(s, t), minb(s, t)] ((s, t)E D). 
Le théorème d'immersion (théorème XI.4.3, tome 1) nous dit que 


À Îlzts, #17 ds dt A 12 [le 
À 


En utilisant ceci dans (3), on trouve 
Us, 2)<8 [|[( 5) +(S) esp 2, © 
D 


où 
B = 2 max [maxa(s, t), max b(s, t), A maxc(s, t)}] ((s,t)E D). 


En raisonnant comme dans la déduction de (3), on est conduit à 


l'égalité 
(Uz, y) = (x, Uy), (6) 


qui est valable pour toutes fonctions x, y EWr 2-continüment 
différentiables. En combinant (4), (5) et 6) on trouve que l’opéra- 
teur U considéré sur l’ensemble des fonctions 2- continüment diffé- 


rentiables de Wa est borné, donc il le sera dans Wo, puisque cet 
ensemble de fonctions est dense dans Wir. Les relations (4,) (5) et 


(6) se généralisent en outre à l’espace W: tout entier. Donc, U est 
un opérateur auto-adjoint dont les bornes inférieure et supérieure 
sont limitées par 


m>a>0, M<B. (7) 
Appliquons la méthode de la plus forte pente à l'équation (2). 


Si x € W: est une approximation initiale, les approximations 
successives z, se déterminent par les formules de XV.1.3 


: Tn = Tn1 — Enën (n = 1, 2, ...), 


ou 
Zn = Uznn — ÿ = AT (Ltn-1 — 9), 


c'est-à-dire z, se déduit de l'équation 
Az = Lr,:, DE ®, VA |s — 0. 


D’après (3), on trouve pour e, 


._ 5 {E- LA En Sn)" ds dt 
fes RPG 


2.) “+ ] ds dt 
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Pour la convergence du processus, le théorème 1.2, compte tenu de 
(7), donne 


M—m \n B—@œ \n 

Int (5) <C() @=0,1,..), (6 
où z* est solution de l’équation (2) ou, ce qui revient au même, du 
problème aux limites (1). 

3.2. Le processus des approximations successives est d’une grande 
efficacité si les coefficients de l’équation donnée, les fonctions a, b. c, 
et le second membre œ sont des polynômes. Dans ce cas, en prenant 
un polynôme pour x,, on obtient pour la détermination de z, l’équa- 
tion 

Az = p, (9) 
où p est un polynôme. Il est immédiat de voir que la solution de cet- 


te équation (qui appartient à Wu) est également un polynôme dont 
le degré est de deux supérieur à celui du polynôme p. En effet, met- 
tons z sous la forme 


2(s, 4 = (+ —1)n(s, t), (10) 


où x est un polynôme de coefficients indéterminés de même degré 
que p. En portant l'expression (10) dans l'équation (9) et en identi- 
fiant les coefficients du premier et du second membre, on obtient 
pour la détermination des coefficients du polynôme x un système 
d'équations linéaires algébriques à un nombre d’inconnues égal à 
celui des équations. La matrice du système indiqué ne dépend visible- 
ment pas de p. La solution polynomiale de l'équation (9) étant uni- 
que si elle existe, le déterminant du système est différent de zéro, 
donc l’équation (9) admet une solution polynomiale quel que soit le 
polynôme p *). 

Ainsi la fonction z, est un polynôme, donc zx, = xzo — e32 l’est, 
et, par suite, toutes les approximations z,. 

Cette circonstance permet, sous réserve que l'équation (1) soit 
correcte, d'établir aussi bien l'existence de la solution généralisée, 
que de la solution au sens classique du terme. Pour cela nous aurons 
besoin de certains résultats de Ja théorie des fonctions. 

3.3. Indiquons tout d’abord l’analogue bidimensionnel des iné- 
galités de Bernstein et de A. Markov. Soit p un polynôme de degré n, 
tel que 


[ps tI<M (1€ D), 


*) En fait, pour résoudre l’équation (9), il est plus facile de chercher d'abord 
la solution sans se soucier des conditions aux limites, ensuite d’en soustraire 
la solution de l'équation de Laplace vérifiant les mêmes conditions pour trouver 
la solution vérifiant les conditions aux limites nulles. Cette dernière est parti- 
culièrement facile à trouver grâce à un développement en série de Fourier. 
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où D est un domaine borné quelconque de contour différentiable. 
Alors dans D 


Gp (s, ôp (s, 
ED Le ArM, | PE | An? (1) 
et dans tout domaine D,cD 
ôp(s, t) ôp(s, t) 
ED L<pnm, [262 |<BnM, (12) 


où À et B sont des constantes dépendant uniquement de D et D... 
Les inégalités (11) et (12) découlent manifestement des inégali- 
tés correspondantes en dimension un (cf. Natanson [I], pages 169 
et 174). 
Prouvons le lemme suivant. 


LEMME 1. Siu est un polynôme de degré < n, 
Il u lee) < Air || u Ilzecn), lu lan < Bin lucie, (43) 
Nu lle SA lle lyon lélleps Salle lily (4) 
où D, € D et C® est l’espace des fonctions continüment différentiables. 


DEMONSTRATION. Limitons-nous au cas où le domaine D est un 
disque centré en l’origine des coordonnées (le cas général implique 
quelques raisonnements supplémentaires). En posant 


s ft 


pts, t= | [pe(s, t)asat, 
D 0 
on obtient 


[p{s, #)]<IIpIlE: ((s, #)€ D), 
et après une double application de l'inégalité (11) 


9 (ce » À 
pts, n7=[ EE l< 


< A? (2n + 2) (2n +1) max |q(s, t)|< Afn* || p IE, 
d’où l'on déduit la première des inégalités (13). La deuxième iné- 
galité s'établit de façon analogue sauf qu'il faut se servir de (12) au 
lieu de (11). 
En appliquant l'inégalité établie à la dérivée, on trouve 


ôp (s, t) || 2p 
| D |< Ar 


ds 


Le SA | p |lyys 5 


la même inégalité est valable pour la dérivée 2. . Enfin, engvertu de 
(11) et du théorème d'immersion, 


LP (8, 1 Are || ph CA? || p Ils 
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En combinant tout ceci on est conduit à la première des inégalités 
(14) : 


— . ’ op (s, t) : ôp (s, 1) 
Il P Îlcap) = S |P (s, t)| gi RE 0 | PE |+ max) PE |< 


LA || P lle 


La deuxième inégalité s'établit de façon analogue. 

3.4. Revenons à l'équation (1). On admettra que les coefficients 
a, b, c et le second membre «ç sont des polynômes. Comme indiqué 
dans 3.2, si l’approximation initiale x, est un polynôme, toutes les 
approximations suivantes x, (n = 1, 2, ...) le seront aussi. De 
plus, si les polynômes a, b, c et p sont de degré < m, et x, un polynô- 
me de degré W. alors Lx, sera de degré < m + N, et 5, de degré 
<m + N + 2. En particulier, si zo = 0, alors 2, et, par suite, x, 
seront de degré < m + 2. En poursuivant ces raisonnements, on 
trouve que x, est un polynôme de degré < (m + 2) n. 

En tenant compte de la majoration (8), on obtient 


Tr —Trlle,m< Ta —2* + za — 2 << 


(( 
2 


<2C | De) (&= 1, 2, ...). 


La différence x, — zx, étant un polynôme de degré < (m + 2)k, 
le lemme nous dit que 


[Tr — Tr-1 lon) < 43 (m + 2)° °q (k=1, 2, .. ce 


B—a@ 


ET 
En appliquant l'inégalité (11) plusieurs fois, on obtient la majoration 


Te — Th llotmen, Ai lm + 2) kÏP q$ (k, p=1, 2, ...). (15) 
Donc, la série 


© 


z* (s, t) — à [tx (s, t)— zx (s, t)] (16) 
peut être dérivée p fois terme à terme. Il est équivalent de dire que 
la solution de l'équation (1) admet des dérivées de tout ordre et de 
plus 


00 


Mzt—z lon, 2. tra zrll<Ast(m+2)nl# 9" (17) 


(0; 1:53); 


10—01292 
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c'est-à-dire la suite {x,} des approximations obtenues par la méthode 
de la plus forte pente converge vers la solution z* uniformément 
avec toutes ses dérivées. 

D'après ce qui précède il y a lieu de noter que si l’on utilise le 
théorème de Bernstein relatif aux approximations d’une fonction 
analytique par des polynômes (Natanson [I], page 228), on peut éta- 
blir l’analyticité de la solution x*. 

Passons maintenant au cas où les coefficients de l'équation ({) 
et son second membre sont des fonctions plusieurs fois dérivables. 
Plus exactement, on admetlra que les fonctions a et b possèdent des 
dérivées jusqu’à l’ordre (v + 1), les fonctions c et . jusqu'à l’ordre 
v. et de plus que les dérivées d'ordre v + 1 des fonctions a et b et les 
dérivées d'ordre v des fonctions c et @ vérifient la condition de Lip- 
schitz dans le rapport &« >> 0. D'après le théorème de Jackson (cf. par 
exemple Harrik [1]) on peut trouver des polynômes a,, b,, c, et, 
de degré < n tels que 

K 
[a (s, l)— an (s, DS : 


+ a (s, {)— an(s, t)] << 


nv+« ? 


+ [a(s, {)—a, (s, NS 


v+a ? 


b(s, t)—0b,(s, 1) <—À 


vire » 


v+@ ? 


dit 1) — BA (s, Ge NS 


LE [b(s, 1) —b, (s, NS 


v+a ? 


le(s, t)—cn(s, 11<—È 


— , ? 
nt 


K 
[q (s, L)—Pn (s, DIS 


Désignons par L, l'opérateur déduit de Z par substitution de 
A,» On, Cn à a, db, c respectivement. Il est clair que si » est assez grand, 
on peut appliquer la méthode de la plus forte pente à l’opérateur Z, 
et admettre de plus que « et B restent valables pour l'opérateur L,. 
Désignons par z(" une solution de l’équation 


Lx — Pas ZT ls me 0, (18) 
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et évaluons la différence de deux telles solutions 


[Le — Lao [lie 
<| + (e—an) [+ fee SE |+ 
+566) + lee) + een) 2 11 
<< [| Oz) + ee + dx(n) , 
++ eee Je He lis 


On a ensuite 
[LL (209 — 20) Ie & 
< || a ) x [+ || d' ) x) ES. IE 
K 


Re Il x) [le w£°? Ti + Il x) Île w£° +—— Ne vra Tvre a 


D'où, en vertu de l'inégalité de Bernstein-Ladyjenskaïa (cf. Lady- 
jenskaïa, chap. II, $ 6), l’on obtient 


fr — 20 fl, SK |] L (29 — 200) II & 
| 
< K, | nv+® 


En appliquant cette majoration au couple zw), 2% (n, est un 
nombre fixe assez grand) et en remplaçant à droite ||x(” || par 
la somme plus grande [| zno)|]+ || zfno) — 20% ||, on établit que la 
quantité || ztno)— 707) ||. ve 6St bornée indépendamment de m, donc 


x || l’est aussi. En onu que n<m dans (19) et en uti- 
lisant le fait que ||z°”]| est bornée, mettons (19) sous la forme 


K 
11x09 — 70) go + : (20) 


| 1 1 
[| x) Il oc + mVTe Î D ee + re + re | (19) 


Prenons un nombre k > 1 (plus bas nous nous étendrons sur le 
choix de ce nombre) et considérons la suite {r,} des entiers naturels 
nn — [h*] ([y]l est la partie entière de y, k — 1, 2, ...). Construi- 


sons pour chaque fonction z°"*? la k-ième SHEoSimatiEn an) d’après 
la méthode de la plus forte pente (les approximations initiales sont 


nulles). Comme indiqué plus haut, PL est un polynôme de degré 
< (nx + 2) k. Evaluons l'écart de deux tels polynômes. D'abord 


) 
fn D 1 |] 2 TR) — Ne 
Er dé dE AE EE de EUR 
10° 
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De (20) il résulte que 


(np) _ (np) K K 
[| TR — g''h1 oo Srre Ste (21) 


Ensuite, d'après (17) 
[En D le As [rx +2) kl6g* (k=1, 2, ...). (22) 


Donc 
a D KL + 2) IE gh + 8 
k h-1 Me ST EURTS q nY+a 


Comme sous le signe de la norme figure un polynôme de degré 
< (nr + 2) k, le lemme et l'inégalité (11) nous donnent 
[ER — TR [lou & 


< K8 [(nr + 2) kPP2 {kr [nr + 2) kjé g" + ne = Ep. 
k 


Comme n, < hÀ, il est clair que si v + &« >> 2p — 2 et que h soit 
choisi tel que h°P+2g 1, alors la série Ÿ e, est convergente, donc 
k=! 


la suite {x n)} l'est également dans l’espace C(?? et sa limite est un 


élément de Cf, c'est-à-dire une fonction p-continüment différen- 
tiable 
xz(s, t)—lim z Un) (s, t). 
k—00 


Si p > 2, en utilisant les mêmes majorations, on vérifie immé- 
diatement que zx est solution de l'équation (1}, c'est-à-dire est solu- 
tion classique du problème aux limites. Donc, la solution classique 
existe si v + & > 2 et notamment pour v = 2, c'est-à-dire si les 
coefficients a et b et si c et ® admettent des dérivées troisièmes et 
secondes respectivement vérifiant la condition de Lipschitz dans un 
rapport & >> (0. 

D'une manière analogue. en utilisant les majorations pour les 
sous-domaines intérieurs, on trouve que la solution est 2-continü- 
ment différentiable à l’intérieur du domaine déjà pour v = f. 

A noter que cette méthode peut être appliquée à l’étude de pro- 
blèmes plus compliqués. Le cas d’un domaine non circulaire se ra- 
mène au cas étudié si ce domaine s'applique continüment sur un 
disque. Moyennant des changements insignifiants, la méthode peut 
être utilisée pour des équations d'ordre supérieur, à un nombre de 
variables indépendantes plus grand que deux. 
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$ 4. Minimisation des fonctionnelles convexes 
différentiables 


4.1. On se propose d’appliquer la méthode de la plus forte pente 
à la minimisation de fonctionnelles différentiables. Une fonction- 
nelle © définie sur un B-espace X est différentiable en un point 
x EX si existe une fonctionnelle linéaire / telle que pour À € X l'on 
ait 
D (z + À) = D (x) + f (à) + o (), 


où o (k})/|| À || —> O0 pour {| ||—- 0. La fonctionnelle f est appelée 
dérivée de Fréchet de la fonctionnelle ® en r et se note ©” (x). (Pour 
plus de détails sur la différentiation, cf. chap. XVII.) 

Soit X un B-espace. Dans les problèmes d’extrémums il y a inté- 
rêt à considérer (contrairement aux paragraphes précédents) que 
l'espace X est réel. Considérons une fonctionnelle ® définie et diffé- 
rentiable sur X et déterminons la direction de plus forte pente en un 
point x € X. La fonctionnelle ® étant différentiable, sa dérivée au 
point x dans la direction de z s'écrit 


00 1 ° 1 1 — == 
—— (x) — TT Lou . (D(xz--az)—O(x)) 


1 4 >) — D’ RER 
= 7 2 @) @= 2" () ET É 


De ce qui précède il suit que le vecteur unité y de la plus forte 
pente de la fonctionnelle ® au point x est confondu avec le point 
minimum de la fonctionnelle linéaire ®° (x) sur la sphère unité, 


*« 


c'est-à-dire se détermine à partir de la condition 
D (2) (= inf D (x) (2). (1) 


La fonctionnelle linéaire n'atteignant pas nécessairement son mini- 
mum sur la sphtre unité, il peut ne pas exister de direction de plus 
forte pente. Toutefois, il n’est pas dif'icile d'indiquer les conditions 
sous lesquelles le minimum est réalisé dans (1): par exemple. si X 
est un espace dual d'un B-espace YŸ, et les fonctionnelles ®’ (x) 
(x € X) appartiennent à Y. (Plus exactement, à l’image de Y par 
l'injection canonique de Ÿ dans Y** — X*). En effet. la boule unité 
dans X = Y* étant compacte pour la topologie (+)-faible, ®’ (x) 
atteint son minimum sur cette boule, donc sur la sphère. En particu- 
lier, si X est réflexif, la direction de plus forte pente existe manifeste- 
ment. 

On conviendra dans la suite sans le mentionner expressément 
que X et © sont tels que la direction de plus forte pente existe. 
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Si l'espace X est strictement convexe *), la relation (1) nous dit 
que la direction de plus forte pente est unique. Ceci bien entendu 
n’est pas valable dans le cas général. 

La formule (1) montre que la direction de plus forte pente (et par 
conséquent la réalisation de la méthode) dépend essentiellement et de 
la fonctionnelle et de la norme de l'espace. Le passage à une autre 
norme, même équivalente à l'originelle, peut grandement modifier 
cette direction. La formule (1) et l'égalité 


inf D'(z)(z)= — sup (—D'(z) (2) = — D" (x) || 
I z0 =1 21 = 
entraînent que la direction de y (|| y || = 1) est direction de plus 
forte pente si, et seulement si, 
D" (x) (y) = —1 D (>) I: (2) 


Pour toutz:EXona 
—D" (x) (c) < 1 D GITE Z Il. 


La direction de plus forte pente est caractérisée par le fait qu'elle 
réalise l'égalité dans la relation précédente. Ceci permet dans certains 
cas de trouver assez facilement cette direction. Exhibons quelques 
exemples. 

1) Soit X un espace hilbertien. L'égalité — (x) (:) = 
= || D’ (x) ||||z ll. ou ce qui revient au même (—®" (x), z) — 
= || —D" (x) || || z |, montre que l'égalité est réalisée dans l'iné- 
galité de Cauchy-Bouniakovski pour les vecteurs —@" (x) et z. Ce 
qui exprime que ces vecteurs sont positivement proportionnels: il 
existe À >> 0 tel que —®" (x) = Àz. Donc, la direction de plus forte 
pente est définie par le vecteur —® (x). 

REMARQUE. Si X est un espace hilbertien, la dérivée ®" (r) peut 
être considérée comme un de ses éléments. Cet élément est générale- 
ment appelé gradient de ® au point x. Dans le même ordre d'idées la 
direction de plus forte pente est appelée direction de l'antigradient. 

2) Soit X = LP (a, b) (1  p << oo). Une analyse de la condi- 
tion de réalisabilité de l'égalité dans l'inégalité de Hôlder nous 
permet de vérifier immédiatement que la direction de plus forte 
pente de z en x est donnée par la formule 


2 (+) = —{sign y (lg () FT, 


*) Un B-espace X est strictement convexe si dans l'inégalité triangulaire 
l'égalité est réalisée seulement pour des éléments positivement proportionnels, 
c’est-à-dire la relation || z + y | = || z | + || y || entraîne que z = Ày pour 
un À >0. Si X est strictement convexe, zx, y EX et | z | = || y || = 
= z+yl|| = 1, alors x — y. L'espace LP (a, b) (1 << p < + ) est un 


espace strictement convexe. 
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où 1/p + 1/q = 1 et y est un élément de l'espace L (a, b) tel que 
b 
D’ (x) (u) — | y(tju(t)dt, VueELP?(a, b). 


a 


Comme dans le cas précédent, il existe une seule direction de plus 
forte pente. 


3) Supposons que X = L” (a, b) et que les fonctionnelles 
©’ (z) (x EL” (a, b)) appartiennent à Ll(a, b) (c’est-à-dire 
b 


D" (x) (u) — jyt@u dt, où yEL!(a, b)). Il existe générale- 


a 
ment plusieurs directions de pente maximum dans ce cas. Chacune 
d'elles est donnée par une fonction mesurable z telle que 
vrai sup |[z({) | = 1 et z(t) — —sign y (t) si y (t) = 0. (Si l’en- 
semble {1: y (t) = U} est de mesure nulle, cette direction est unique.) 

4.2. Indiquons quelques définitions avant de passer à l'étude 
de la méthode de la plus forte pente. 

Un pointæ EX est point de minimum local d'une fonctionnelle O 
si ® (:) > © (x) pour les éléments z d’une boule centrée en zx. Si 
® (2) > O (x) pour tous les z € X, on dit que x est point de minimum 
global. Un point x € X est un point stationnaire d’une fonctionnelle 
dérivahle ® si ®’(xr) = 0. 

Les fonctions d’une variable réelle @ (&œ; x, z) = © (x -- «:) 
envisagées dans 1.1 jouent un rôle important dans la recherche du 
minimum. 

Il est immédiat de vérifier que la dérivabilité de la fonctionnelle 
O entraine celle (par rapport à &) de la fonction @ (&; x. z), quels 
que soient zx et z, et de plus @" (&; x, z) = ®” (x + œz) (2). Utilisons 
ceci pour prouver que le minimum local est un point stationnaire. 
Si x est un point de minimum local, alors pour tout zE€X la fonc- 
tion œ (&œ; x, z) atteint un minimum local sur la droite réelle en 0; 
donc, @° (0; x, z) — ©" (x) (z) = 0. Or. cela exprime que le point x 
est stationnaire. 

La réciproque cst manifestement fausse. Cependant, si O est une 
fonctionnelle convexe, les points stationnaires sont confondus avec 
les points de minimum global. 

Une fonctionnelle ® définie sur un espace vectoriel X est con- 
vexze si pour tous éléments z,, z. € X et tous nombres t,, t, > 0 tels 
que t, +, =1,ona 


D (ht + loto) K DD (21) + t2D (za). 


Si ® est une fonctionnelle convexe, la fonction @ (a; x, z) est convexe 
sur la droite réelle pour tous x et z, c'est-à-dire 


P (is + loto; Z, 2) K tip (M: Z, 2) + top (Me; ZT, 2), 
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OÙ dy, los &y, & Sont des nombres réels; £,, {, >> 0, t, + 12 = 1. La 
convexité de @ (œ; x, z) entraîne la croissance de la dérivée de cette 
fonction. 


LEMME 1. Soit © une fonctionnelle différentiable convexe. A lors 
chaque point stationnaire de ® est point de minimum global. 


DEMONSTRATION. Soient x un point stationnaire, z un élément 
quelconque de X. La dérivée de la fonction œ (œ; x, z) étant crois- 
sante, la formule de Lagrange nous dit que pour un 4 €]0. 1 


Dérz)—d() = @p(; zx, 2) — p (0; x, 2) — 
= p" (8, x, 2) > (0; x, z) = ®" (x) (2) = 0. 
Donc, D(r+z)>® (x), VzEX, ce qui prouve le lemme. 

Dans la suite, nous étudions la convergence de la méthode de la 
plus forte pente vers les points stationnaires de la fonctionnelle ® 
(donc vers les points de minimum global si ® est convexe). 

Les principaux résultats de convergence ne subsistent que si la 
dérivée de la fonctionnelle ® vérifie la condition de Lipschitz dans 


une boule. c’est-à-dire existe un nombre L tel que pour x et : appar- 
tenant à cette boule l’on ait 


ID" (x) — D'(G)I< LI xz— 21. (3) 
On se servira du lemme suivant. 


LEMME 2. Supposons que la dérivée D" vérifie la condition de Lip- 
schitz (3) dans la boule B,+4 (0) de rayon a + b et de centre 0. Si 
| x | Sa, alors 


D(z+ 7) SD (2) + D (x) (2) + II z IP. 


DEMONSTRATION. En utilisant la dérivabilité de la fonction 
 (&œ; z, z) et l'expression de sa dérivée. on obtient 


| 
Drta=pliz, mp0; x, 5)+ | plu; x, 2) da 
0 


1 
= D (x) + | D' (x + az) (z) da — 
0 


1 


= D (2) +0’ (2) (+ | (@'(x+ 02) — D" (x)) (x) du 


0 
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1 
LD (2) +0’ (x) (2)+ | D (+2) —D' (2 I Iz Ida 
0 


{ 


LD (z)+@' (x) (2) + LILI | @ da = © (2)+ D’ (2) (2) + (2/2) 112 IP, 
0 


c.q.Î.d. 

4.3. Utilisons la méthode de la plus forte pente pour minimiser 
Ja fonctionnelle ®, ou plus exactement étudions le comportement de 
la suite Zo, Lys + + +, Tns + + + OÙ 


Dh Fes (= 1,2 24) (4) 


Zn étant la direction de plus forte pente au point 7,, (s’il y a plu- 
sieurs telles directions, z, sera l’une d'elles), e, se déterminant à 
partir de la condition 


D (Zn-1 + En2n) = min (CA + Qi). 
az0 


Donc, la valeur de la pente est celle donnée par la deuxième méthode 
de 1.1. On remarquera par ailleurs que si ® est une fonctionnelle 
strictement convexe, les deux premières méthodes de 1.1 sont con- 
fondues. (La convexité stricte de ® signifie que O (fx, + toto) 
< 1,9 (x) + 100 (x) pour z;, Z2 € X, mA; le > 0. + 
Es ts — 1; la convexité stricte de ® entraîne que Ja dérivée 
D" (a ; Z; 2) est strictement croissante et ne peut donc s’annuler qu'en 
un seul point ; d’où l’équivalence des méthodes mentionnées.) 

On admet dans la suite sans mention spéciale < que le point initial 
zo EX est tel que l’ensemble de Lebesgue Q, = {rx EX: O @): . 
< D (x0)} est borné. On remarquera que x, € O, = =); 1,2, 
On conviendra également que || z, || = 1 pour tous les 7. 


TH£OREME 1. Supposons que la dérivée de la fonctionnelle ®D vérifie 
la condition de Lipschitz (3) dans une boule de centre 0 et de rayon 
R',oùü R'>R=— sup ||r||. Alors D’ (x,) — 0, où {x,} est une 


xEQo 
suite construite à l’aide de la formule (4). 


D£EMONSTRATION. Soit 0 << & < R°’ — R. Alors par définition de 
la valeur de la pente &, on a O (x,_, + a«z,) > O (x,). Le lemme 2 
nous dit que 


, 9 
D (tn) < D (Zn-1 + QZn) <D (Zn-1) — ab (Tn-1) (Zn) nu 2 La 
(où L est le rapport de la condition de Lipschitz). Ceci et l'inégalité 
(2) entraînent que 


LD" (x) 1g-LEr-= DEN) 4 L ro. 


œ mn 
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Soient e un nombre strictement positif et &œ << min (e, R — R). Le 
fait que Q, soit bornée et la condition de Lipschitz impliquent que 
la fonctionnelle ® est minorée. La suite @ (x,) fétant décroissante 
(par construction) et bornée, elle est convergente, donc pour les nr 


assez grands on a Lo (Zn-1) — O (x,)) < e. Pour de tels non a 


ND’ (ar) 11e (1+5L), 
‘C.q.f.d. 


CoROLLAIRE. Les points limites de la suite (4) (sous réserve qu'ils 
existent) sont slationnaires. 


Dans certains cas, en se servant de la compacité, on peut prouver 
la convergence vers un point stationnaire pour des fonctionnelles 
dont la dérivée n’est que continue. Indiquons un résultat de cette 
nature (Curry [1]). 


THÉOREME 2. Supposons que X est de dimension finie et la fonc- 
lionnelle ® continûüment dérivable. À lors les points limites de la suite 
{x,} sont stationnaires. 


DEeMONSTRATION. Signalons tout d’abord que la suite {xr,} admet 
des points limites, car X est de dimension finie et Q, est borné. Soit 
y = lim z,, l'un de ces points. Sans restreindre la généralité nous 


admettons qu'existe lim En+i = ÿ. Posons pour les & > 0 
1 ? 
Un}, (a) Le "& (D (Try + XZnp+1) — D (Tn)) — D (Zn,,) (Zn,+1). (5) 


Par hypothèse, il existe limw,,(&«) =w(a), et de plus 
k—0o 


0 (a) = = (D (y + aÿ) — D (y)) — D (y) (). 

‘D étant dérivable au point y, on a lim w(æx) = 0. D’après le 
choix de la valeur de la pente, on 

D (zng+1) = D (ns + Enpri2ny#t) D (En, + LZnp+s): 
donc, en se servant de (5) on obtient 

D (Ln,41) <D (tn,) —aD" (Zn,) (Zn,+1) + AW, (æ). 
Comme a > 0, il vient 

— D" (Tny) ne) (D (Lx) — D (Tny+1)) +Wn, (æ). (6) 


Dans (6) passons à la limite pour À — co. En tenant compte de ce 
que lim (® (r,,) — ® (1,,+1)) = 0 et en utilisant (2), on obtient 


D (y) 11= — D" (y) y Kw (a). 
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La proposition du théorème découle maintenant de la relation 
w (a) F2 0. 

4.4. Si la fonctionnelle ® est convexe, on peut établir bien plus 
de résultats sur la convergence de la méthode de la plus forte pente. 


LEMME 3. Si ® est une fonctionnelle convexe, minorée sur X et 
Q = inf © (x). il existe un nombre c > 0 tel que 
xEX 
D (zn) — Q <cf D” (&) Il. 


DEMONSTRATION. L'ensemble Q, = {z € X: ® (z) < ®D (x,)} étant 
borné par hypothèse, l'ensemble Q, — Q, — {22 am 
21. 2e € Q,} l’est également. Montrons que pour c on peut prendre le 
rayon d’une boule B de centre 0 contenant ©, — Q,. La dérivée 
œ’ (@; x,. z) étant décroissante (en vertu de la convexité de ®), la 
formule de Lagrange nous dit que 


D (2, + 2) — D (an) = p (5 zu, 2) — p (0; zn, 2) = 
= p" (0; 2, 2) > q" (0; 21, 2) = D’ (2) (2), 8€ 10, 11. 
D'où 
min D(r,+z)—®{(r,)> min ®"(x,) (2). (7) 


Az <c UN z 1 Le 
Comme zx, E Qo, il vient BZ Q, — Q, = Q, — x,, c'est-à-dire 
Zn + B 3 Q,. Donc 


Gr EEE inf D(xz,+z)< inf D(x). 


I zh Le xED 
De la définition de Q, il suit que SL D(zx). De plus 
inf ®' (1) (2) € inf bte = el o (zn) Il. 
A2 <e Uz 


Les relations obtenues rh à (7) entraînent que 
Q—D() > — cl D (x) Il 
Ce qui prouve le lemme. 


CoRoOLLAIRE. Si l’on se place dans les conditions du lemme 3 et de 
l'un des théorèmes 1 ou 2, la suite {x,} est minimisante. 


Si l’on admet que la dérivée ®’ (x) vérifie la condition de Lip- 
schitz, on peut majorer la vitesse de convergence de la suite {® (x,)}. 


THeoREME 3. Si O est une fonctionnelle convexe, minorée sur X, 
dont la dérivée D" (x) vérifie sur X la condition de Lipschitz (3), alors 
D(z,)—Q—=0 ({/n), où Q = inf ® (x). 

xEX 


La démonstration s'appuie sur le lemme suivant. 
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LEMME 4. Si les nombres À, > 0 (n = 1, 2, ...) sont tels que 
pour un u > 0 et pour tous les n l’on ait À, — À,41 > pA?, alors 


Î 
M = 0 (+). 
DEMONSTRATION. La suite À, étant décroissante, on a 


Ân M = —1)>uri, 


d’où il suit que — 1 > phn::. 
n+1 
En posant v, — À,n, on déduit de la dernière inégalité, au terme 


de transformations élémentaires, que 


Vn 


nn (tu). (8) 


Si vh+, > 2/u pour un #, il résulte de (8) que v,+, < v,. Donc 
Vn+1 S MAX (2/u, V), d'où il suit que v, < max (2/u, v,) pour tous 
les 7. . Ce qui prouve le lemme. 

DEMONSTRATION du théorème 3. Posons À, = © (x,) — Q. Nous 
admettons que À, >> 0 pour tous les nr. Montrons que la suite {à,} 
vérifie les conditions du lemme 4 (pour un u >> 0). A cet effet, nous 
allons évaluer d’abord la quantité À, — À,+, — ® (x,) — ® (x,,). 
Le lemme 2 nous dit que pour tous les & réels 


D (Ta + Ant) LD (Th) + aq" (Zn) (Zn+1) + + L Î Zn+1 If. 


Comme ||2n+,11=1 et Ds) (zn+3) = — 1 D" (za)|l, il vient 
D (en + azn4s) SD (25) — || D'z, [++ L. (9) 
Soit « — + || D" (z,)il. (Ce point est point de minimum pour le 


trinôme du second degré du second membre de (9).) En utilisant (9), 
on obtient 


An Anei = D (Zn) — D (Za+s) > D (Tr) — D (Zn + AZ) > 
> al D" (an) + EL = [D (œn) I 
D'autre part, en vertu du lemme 3, pourunc=>0Oona 
An = D) —Q<cD'G)I (= 1,2, ...) 
Donc, pour tous les n 
An — Ana per À 


La démonstration s'achève par une référence au lemme 4. 
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On n’a guère de chance d'améliorer la majoration de la conver- 
gence pour une vaste classe de fonctionnelles considérées dans le 
théorème 3. Cependant, la méthode converge bien plus vite pour les 
4 bonnes» fonctionnelles. Une fonctionnelle deux fois différentiable, 
définie sur un espace hilbertien H, est dite fortement convexe si 
existent des nombres strictement positifs M et m tels que 


m ||: 17 < (D (x) G), 5) < M2 IF (10) 


pour tous les x, z € H. Ici *) O” (x) est la dérivée seconde de la 
fonctionnelle O en zx. Il est immédiat de vérifier que la convexité 
forte de D entraîne la convexité. Les inégalités (10) expriment le 
fait que les opérateurs ®” (x) sont définis positifs pour tous les x €H 
et que leurs bornes sont uniformément limitées par des constantes 
strictement positives. En particulier, la fonctionnelle quadratique 
F envisagée au $ 1 est fortement convexe (pour cette fonctionnelle 
F" (x) = U, Vox). 

Les résultats relatifs à la méthode de la plus forte pente pour une 
fonctionnelle fortement convexe sont semblables sur de nombreux 
points aux résultats établis au $ { pour une fonctionnelle quadrati- 
que. On peut prouver que pour tout x, € H l’ensemble Q, = {2€ H, 
D (:) < D (xo)} est borné et la fonctionnelle ® atteint son minimum 
sur cet ensemble (donc, sur l’espace tout entier) ; de plus le point de 
minimum z* est unique. Comme pour la fonctionnelle quadratique, 
on a la majoration suivante de la convergence 

— n 
I—2<c| |”, 


où C est une constante dépendant du point initial x et de la fonction- 
nelle ®. 

4.5. Le principe de la plus forte pente est très fécond dans les 
problèmes d’extrémum lié. Sa mise en œuvre conduit à la méthode 
du gradient lié. 

Soit Q un ensemble convexe faiblement compact dans un espace 
de Banach X. On admet que la structure de Q est assez simple en ce 
sens qu'on connaît une solution du problème de minimisation sur Q 
d’une fonctionnelle linéaire. Soit, par ailleurs, © une fonctionnelle 
différentiable (non linéaire), définie dans un domaine ouvert conte- 
nant Q@. On demande le minimum de ® sur @. La méthode du gradient 
lié permet de construire une suite Zy, Zy, . . ., Tn, . . . Qui est sou- 
vent minimisante. Pour x, on prend un élément quelconque de (2. 
Si l’on connaît l’élément x,, on détermine x, ,, par la formule 

Tn+1 = Tn + En (2n — Zn), 

*) @"(z) est un opérateur linéaire de X—H dans X*, défini par la 
relation ©’ (z+h)=©" (x) +®” (x) (h)+o (h), où — , 0: Pour plus de 
détails voir chap. XVII. 
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où Zn E S est choisi à partir de la condition ’(zx,) (z,) = 
— min D" (x,) (z), et la valeur de la pente €,, à partir de l'égalité 

:€Q 

D(z,+,) = min Fe (x, + & (2n — zh)). (Il existe d’autres pro- 

&€[0, 1 

cédés pour déc iié la valeur de la pente, mais nous n'’insistons 
pas sur eux.) Donc, si dans la méthode de la plus forte pente, la direc- 
tion de la pente est donnée par minimisation de la dérivée D'(x) sur 
la sphère unité (la sphère des directions) et la valeur de la pente par 
minimisation de la fonctionnelle sur une demi-droite, dans la méthode 
du gradient lié la direction de la pente s'obtient par minimisation 
de la dérivée sur l’ensemble donné et la valeur de la pente par mini- 
misation de la fonctionnelle sur un intervalle fermé. Grosso modo, la 
méthode du gradient lié est une modification de la méthode de la 
plus forte pente pour la recherche de l'extrémum sous des contrain- 
tes. 

La méthode du gradient lié est justiciable de théorèmes analo- 
gues aux théorèmes {, 2 et 3. Ceci étant, un point y € Q est point 
stationnaire de la fonctionnelle © sur l’ensemble Q, si D” (y) (y) — 
— min O" (y) (z). Il est immédiat de vérifier que les points de 

2€Q 


minimum local de ® sur Q sont stationnaires et que les points station- 
naires de ®, fonctionnelle convexe, sont les points de minimum glo- 
bal sur Q. Si X est un espace hilbertien, © une fonctionnelle convexe, 
inf [| D'(x) || > 0 et Q un ensemble fortement convexe (c’est-à- 
xeQ 


dire il existe y > 0 tel que cet ensemble contienne avec deux quel- 
conques de ses éléments zx et 3 les éléments - — + vu, où Hull < 
<Z ||z — : |), alors la suite construite à l’aide de la méthode du 
gradient lié converge vers l’unique point de minimum de Ja fonc- 
tionnelle ® sur Q à la vitesse d’une progression géométrique. Un 
exposé plus détaillé de la méthode du gradient lié est accessible 
dans Démianov et Roubinov. 


$S-5. Minimisation des fonctionnelles convexes dans des espaces 
de dimension :finie 


5.1. Au $ 4, nous avons appliqué la méthode de la plus forte 
pente à la minimisation d’une fonctionnelle continüment différen- 
tiable. Plus bas, nous allons étudier la minimisation d'une fonc- 
tionnelle convexe sur un espace euclidien R' de dimension finie. 

Soit D une fonctionnelle convexe *). Il est classique que toute 
fonctionnelle convexe définie sur R” est continue (cf. par exemple 
Rockafellar). 


*) Voir la définition d’une fonctionnelle convexe dans le numéro 4.2. 
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Un vecteur v € R' est appelé subgradient de la fonctionnelle d 
en un point x si 


DG>ZPd(x) +, z— 7x) (1} 

pour tous les z € R". 

L'ensemble des subgradients n'est pas vide. est convexe, fermé 
et borné. On l’appelle subdifférentielle de la fonction D au point x 
et on le note 90 (x). La subdifférentielle est une application multi- 
valente qui sera étudiée en détail au chapitre XVI. $ 5. Pour l’ins- 
tant on remarquera simplement que l'application 0 (x) est semi- 
continue supérieurement, c'est-à-dire si x, —+ x, Ux — v, Un € 0O (x), 
alors v € 00 (x). 

La fonctionnelle convexe ® est dérivable suivant des directions. 
c’est-à-dire pour tous z À R'et y E R' il existe 


im + 2 [D (x+ay)—0(2)] = (x), 
Il y vi G—+0 
de plus 
My (x) = max (v, y). (2) 
LEDD(x) 
La direction de y (x), y (x) || = 1, s'appelle direction de plus 
forte pente de la fonctionnelle O au point x si (cf. (4.1)) 
00 ôdiD 


inf 


ôy (x) re but et 71 & 


La relation (2) nous dit que si inf (x) 0, la direction: 
Myll=1 


de plus forte pente existe, est unique et peut être délerminée par la 
formule (cf. avec l'exemple 1 du numéro 4.1) 


_ z (x) 
| y(z) = — To: (3) 


Iz(x)= min [2] = Pp (x). 
2E0M(x) 


LEMME 1. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonc- 
tionnelle convexe ® atteigne son minimum en un point x de R" est que 


inf (220. (4) 

Avi —1 
DEMONSTRATION. La condition nécessaire est évidente. Prou- 
vons la condition suffisante. Supposons par absurde que, la condi- 
tion (4) étant réalisée, le point x n’est pas point de minimum. Sup- 
posons qu'existe un point z tel que ® (z) << ® (x). Considérons la 


direction de y = ST - Par définition de la frnctionnelle con- 
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vexe, on aurait pour de petits œ 
| _ Sn ne: 
Dé+an=d((t- Er) +57 :)< 
œ œ 
(1) D + D (0), 


donc 


+ (a) = lim = 1d (e+ ay) D (2)1< TT (D (2) — D (x)) < 0, 
Ge +0 à 


ce qui contredit (4). 
La signification géométrique de la condition (4) est 


0€E00D (x). (9) 


La condition (5) est une généralisation de la condition nécessai- 
re de minimum des fonctionnelles continüment dérivables : O£ = (0. 
Citons un exemple. Soit 
D(xz) = max F(x, 2), (6) 
z€G 
où G est un compact, la fonctionnelle F (x. z) est continue avec 
F, (x, z) par rapport à l’ensemble des variables sur R* x G et est 
convexe par rapport à x pour tout z € G fixe. Alors O® est convexe et 
de plus 
00 (x) = co {F;, (x, 2): z ER (x)}, 
où 
R (a) = {2€ C: F(x, 2) = O (x)}, 


<o À désignant l'enveloppe convexe de l’ensemble À. 

REMARQUE. La fonctionnelle (6) est généralement dérivable sui- 
vant des directions même lorsque F n’est pas convexe par rapport à 
zx. Bien plus, la formule (2) subsiste, quoique 80 (x) ne soit déjà 
plus subdifférentielle. 

Soit e >> 0. Un vecteur v est e-subgradient d'une fonctionnelle @ 
‘en un point zx si 


DZ (x) +(v, 2 — 2x) —e, (7) 


pour tous les z € R'. 

Désignons par 4,0 (x) l’ensemble de tous les e-subgradients. Cet 
ensemble est fermé, convexe et borné. Un point x est un point e-sta- 
tionnaire d’une fonctionnelle ® si 


0 E 60 (x). (8) 
La relation (7) nous dit alors que 
OSOD(xz)— min D(:)<e. (9) 


zER°7 
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Si 060,0 (zx), la direction de y. (x) = HS, où ||Z (x) || = 
— min ||z||=p.(x), est appelée direction de e-plus forte pente 
zE8,D{x x) 


de la fonctionnelle ® au point x. L'application 4.0 (x) est aussi 
semi-continue supérieurement. 
Soit v € 009 (x). Alors de (1) il s'ensuit que 


D(2 >D(z) +(z2— 7x, v) = 
= O (20) + (v, 3 — 20) + [9 (x) — © (0) + (v, zo — x). 
D'où il est clair que pour x assez voisin de x 
00 (x) € dO (x). (10) 


5.2. Il est naturel de considérer la méthode de la plus forte pente 
dans cette situation. 

Soit zo € R”. Supposons qu "on ait trouvé zx € R". Si 0 € 00 (x;,), 
le point z, est point de minimum et le processus prend fin. Si 0 
é 00 (x), on cherche yr+1 = y (xx) (cf. (3)). La direction de 
Yr+, est direction de plus forte pente de la fonctionnelle ® au point 
zx. Considérons la demi-droite 


Tue = Th + Aÿn+1 (& > 0) 


et trouvons 
min D (tra) = D (Trag)- 
Posons Zp+; — Zha,. I est évident que O (t:41) < O (x). 

Cependant, la méthode que nous venons de décrire peut ne pas 
converger vers le point de minimum (effet d’« enrayage»), à cause 
de la discontinuité de l'application 80 (x) (on trouvera un exemple 
dans l'ouvrage de Démianov et Malozémov). 

5.3. Soit e >0. On peut se servir de la méthode suivante 
pour déterminer les points e-stationnaires. Soit zx, ER". Suppo- 
sons que l’ensemble Q,—{x: D(r)<O(zx,)} est borné. Supposons 
d’autre part qu’on ait déjà trouvé x, € R7. Si0€ 0,0 (x), le point 
x, est e-stationnaire, et le processus s'interrompt. Si 064.0 (x;), 
on trouve ÿyr:—Ye(z,) et on considère la demi-droite zx,,— 
= Zn+aÿr+, («>>0). On cherche min D (te) = D (tra): On pose 


az 
Tati = Thoye Il est clair que D(xz::1) <'D(zxz). 
En poursuivant cette procédure, on obtient une suite de points 


{x,}. Si cette suite est finie, son dernier point est e-stationnaire. 
Si elle est infinie, on a le 


THÉOREME 1. Tout point limite de la suite {si} est point e-station- 
naire de la fonctionnelle O. 


11—-01292 
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DEMONSTRATION. Soit x;,— x. On demande de prouver que 


0 Ed, (x). Supposons le contraire. Soit pe (x) = a > 0. La semi-con- 
tinuité supérieure de l'application d,0(x) entraîne l'existence 


d'un ô>0 tel que p: (a>+ pour tous les 


zESs(r)={x: ||z—zr||<6}. 
Donc, pour les k, assez grands on aura 


Pe(tr)>+ (11) 


De (10) il résulte qu'il existe 8,>0 tel que 0D(r) € 0,0 (z,,) 
pour tous les x ESs, (x2,) (et les k, assez grands). Donc, sur la 
demi-droite 7,4, la fonctionnelle ® décroît à une vitesse de 
valeur absolue =>a/2 et ce à partir d’une distance >6,4. Donc 


D(rr,#1) KO (r,) — Ô +. 


D'où OO (z;) > —oo, ce qui contredit le fait que l’ensemble Q, 
est borné. 

5.4. Pour trouver les points de minimum de la fonctionnelle D 
on peut procéder désormais comme suit: on prend &5 > 0, po > 0, 
zo € R" quelconques. On suppose déjà trouvés e, > 0, px > 0, 
x € R". Si 0 € 00 (x;,), alors x, est point de minimum. Dans le cas 
contraire, en se servant de la méthode décrite au numéro 5.3 (en 
prenant x, pour point initial), on obtient en un nombre fini de pas 
un point z,+1 tel que pe, (zr+1) < pr. On pose ensuite ey+1 — Pes, 
On+1 = Bpr, où B € 10, 1[ et ne dépend pas de k#. On construit ainsi 
la suite {x,}. On établit immédiatement (cf. par exemple la démons- 
tration du théorème III1.7.2, tome 1, dans Démianov et Malozé- 
mov) le 


THÉOREME 2. Tout point limite de la suite {x,} est point de mini- 
mum de la fonctionnelle ®. 


REMARQUE. Nous avons décrit plus haut les schémas théoriques 
des algorithmes. Quand on se sert de ces algorithmes, on cherche la 
solution de nombreux problèmes auxiliaires (détermination de la 
direction de la pente, minimisation sur une demi-droite) par appro- 
ximations. 

5.5. Voyons maintenant la méthode du gradient généralisé (cf. 
Ermoliev et Chor [1]). Soient © une fonctionnelle convexe sur R’, 
atteignant son minimum sur R”, M l’ensemble des points de mini- 
mum, p{z)= min ||z:—zx||. Désignons par M, l'e-voisinage 

:EM 


de M: ‘st A 
M, = {z: pr) <e}, e > 0. 


$ 5] MINIMISATION DANS LES ESPACES DE DIMENSION FINIE 163 


Soit 00 (x) la subdifférentielle de ® en zx: 
00 (z)={zER": D(y)—D(z)2(z, y—z), VyER"}. 


Choisissons x,€ R" et une suite de nombres positifs {A4}, telle 
[s «) 
que Ar — 0, D Àn = 00. 
h=0 
Construisons la suite {r,} à l’aide des formules 


Th+1 = Th — AnYh+1s Yh+1 = Zn +1/|| Zh+1 ||. 


où z:+, est un vecteur arbitraire de 94 (x,). Si à un pas quelconque 
z1 = 0, alors x, € M et le processus s'achève. 
Supposons maintenant que la suite {x,} est infinie. 


THLOREME 3. Si l'ensemble M est borné, alors 
pts) 0, D(z:) >= min®(x). 
xER" 


DE£EMONSTRATION. Soit Q (x) — {y: D (y) L D (x)}. L'ensemble M 
étant borné, Q (x) l’est aussi pour tout x € R" (cf. Rockafellar). 
Posons 


Ta) = {y: P(y))=D()}, b(x) = min p (y). 
vET(x) 
On prouve sans peine que 
Mc € Q (x). (12) 
Soit x € M. Alors b (x) > 0. Considérons une direction quelconque 


y — TE z € 0 (x). Pour tous les v E Q (r)on a 
1 


G, v—2)<-py (O ()— D (2) <0. 


En particulier, en vertu de (12) on a pour tous les z € M 
(y, 2+ bd (x)y — x) < 0. 
D'où l’on déduit sans peine que la fonctionnelle p décroît dans la 


direction —y et que 
Je b(zx) = 0. (13) 


De (13) il résulte qu’existe une suite partielle {zr,} telle que 
b(xzx,) — 0. Donc p(z:,) +0. En réalité, on peut prouver que 
toute la suite p(r;) converge vers 0, c'est-à-dire (xx) — D. 
REMARQUE. Si la fonctionnelle ® est continüment dérivable, sa 
subdifférentielle est constituée d’un unique point (son gradient). 
Dans ce cas la méthode de la plus forte pente (numéro 5.4) coïncide 


ji* 
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avec la méthode de la plus forte pente, développée au $ 4, sous ré- 
serve que la valeur de la pente soit choisie d’après le deuxième pro- 
cédé du numéro 1.1. La méthode du gradient généralisé (numéro 5.5) 
est confondue avec la méthode de la plus forte pente, sous réserve 
que la valeur de la pente soit déterminée par le troisième procédé 
du numéro 1.1. 

La méthode de la plus forte pente est développée en détail dans 
Démianov et Malozémov, quant à la méthode du gradient 
généralisé, elle figure par exemple dans le travail d'Ermoliev et 
Chor [1]. 

Les méthodes décrites dans ce paragraphe ont été généralisées à 
la minimisation sous certaines contraintes. Cette généralisation se 
base sur les conditions nécessaires d’existence du minimum (cf. par 
exemple Doubovitski et Milioutine [1], ainsi que la monographie 
de Pchénytchni). 


CHAPITRE XVI 


PRINCIPE DU POINT FIXE 


$ 1. Principe de Caccoppoli-Banach 


Ce chapitre et le suivant seront essentiellement consacrés aux 
opérateurs et équations non linéaires. 

1.1. Nous commençons l’étude des équations non linéaires par 
un cas élémentaire généralisant le théorème de Banach de l’opéra- 
teur inverse (V.4.5, tome 1). 

Soit un ensemble fermé ( dans un espace métrique complet (pas 
nécessairement vectoriel) X. Soit donnée sur Q une application P 
de Q@ dans lui-même. Un point z* € Q est par définition point fire 
de l'application P si 

x = P (r*). 

Donc, les points fixes de l'application P sont solutions de l’équa- 

tion 
x = P (x). (1) 

L'application P peut ne posséder aucun point fixe; tel est le 

cas par exemple, si X = Q est un espace métrique vectoriel, et 


P(z)=z+z (xo 5 0). 


On dira que l’application P est opérateur de contraction si existe 
un nombre & << 1 tel que 


p(P (x), P(z)) < ap (x, x) (2) 


pour tous les x, x’ € Q. Si P est opérateur de contraction, il existe un 
point fixe et un seul. Plus exactement, on a le 


THÉOREME 1. Si Pest opérateur de contraction, l'équation (1) admet 
une solution unique x* dans Q. 
La solution x* est la limite de la suite {x,}, où 


Tn+1 = Pr) (n =0,1,...), 
el zo un élément arbitraire de 2. 


La vitesse de convergence de la suite {x,} vers la solution est donnée 
par 


D (tn, TZ) < — Pa, zo) (n=0, 1,...). (3) 
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DEMONSTRATION. Comme 
Tn+1 = P (tn), Zn = P (tn), 
on a en vertu de (2) 
P (fn+is Zn) K LP (Enr Tn-1)- 
En utilisant de proche en proche la même inégalité, on obtient 


p (Zn +1 Tn) < a"p (ir Lo). 
Donc 


P (Zn+pr Zn) LP (En+ps Tn+p-1) + +++ HP (Ent, Tr) 
("tri ...+a")p(z:, To) << P (21 To). (4) 


Comme œ"*—>0, la majoration obtenue montre que la suite {x,} 
est une suite de Cauchy, donc, en vertu de la complétude de X, 
elle converge vers un élément z* € X. L'élément x* € Q, car chaque 
Zn E Get est fermé. Donc, P (x*) a un sens. En utilisant de nou- 
veau (2), on obtient 


P (Zn+a, P (x*)) = p (P (za), P (x*)) < ap (zn, z*) (nm = 0,1,...) 
et, comme le second membre tend vers 0, 
Tn+1 > P (z*) 
d'où 
2 —P'(4*): 
L'unicité de la solution découle également de (2). En effet, s’il 
existait une autre solution x € Q, on aurait 


p(z, r*)=p(P(z), P(x*))<ap(x, z*), 


ce qui n'est possible que si p (x, z*) — 0, c'est-à-dire 7 — x*. 
On obtient la majoration (3) si dans (4) on passe à la limite 
pour p —> oo. 
REMARQUE. L'inégalité (3) définit le domaine contenant la solu- 
tion de l’équation (1). En particulier, pour r = 0 


p (z*, Lo) K = P (Zs, To). (5) 


1.2. D'une manière générale, la condition (2) ne peut être rem- 
placée par une plus faible 


p(P(G), P&)<p(zx x) (2° EN, r# x). (6) 


En effet, soit X —R! l’ensemble des réels, Q = X, l'applica- 
tion P étant définie comme suit : 


P(x)=5+r—arctgz. 
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Il est immédiat que l'application P ne possède pas de points fixes, 
alors que 


P(P(2, P()=IP(D—P(r)|= 
=1P'Olr-s = lez 1 <o(x 2) 


(£ est compris entre x et x’). On a toutefois le 


TH£OREME 2. Si l'application P envoie un ensemble Jermé A & Q 


dans un ensemble relativement compact À & À et si est vérifiée la con- 
dition (6), l'application P admet un seul point fixe. 


DemoxsTRaTIoN. Considérons l'application P sur le compact A. 
La continuité évidente de P entraîne celle de la fonction œ (x) = 
= p(x, P(x)). La fonction y prend sur A sa valeur minimale en 
Zo E À: 


P (Zo, P (x0)) = min p (x, P (x)). 
xeEA 


Supposons que p (xs, P (xo)) > 0. D'après (6) 
P(P (to), P°(20)) < P (to, P (to)) = minp(z, P (x)). (7) 
xEa 


Mais P(x)EA, ce qui contredit l'inégalité (7). Donc, 
P (ïo, P (xo)) =0 et x = P (x). 
Si x EQ est un autre point fixe de P, alors 


p(x, x) =p(P (2), P (x)) <p(X, x), 


cette contradiction prouve le théorème. 

1.3. Il arrive parfois que l'application P dépende d’un para- 
mètre numérique ou autre. La solution de l'équation (1) dépendra 
alors aussi de ce paramètre. On peut montrer que la dépendance 
continue de P par rapport au paramètre entraîne celle de la solu- 
tion. Donnons des énoncés plus précis. 

Soit Y un autre espace métrique. Supposons qu'à tout y € Y 
est associée une application P, de Q & X dans lui-même. On dira 
que P, est continue en y au point yo € Ÿ, si quelle que soit la suite 
{Un} © Yo: Un + Yo: 

Py, (&)— Py, (à), Vzr eQ. (8) 


Soit l’équation (ou plus exactement la famille d'équations) 
x = P, (a). (9) 


On suppose que pour tout y € Y elle admet une solution unique qui, 
de toute évidence, dépendra de y, et qui sera naturellement désignée 
par x}. On dira que la solution de l'équation (9) dépend continüment 


0 
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de y pour y = y, si quelle que soit la suite {y,} € YŸ, y, — yo, on 
AUTA 2 + Ty. 

Si l'application P, est opérateur de contraction pour tout y € Y,, 
sa continuité entraîne celle de la solution de (9). Plus exactement 
on a le 


THÉOREME 3. Si pour tout y € Y, l'application P,, vérifie la con- 
dition (2) avec « ne dépendant pas de y et qu'elle soit continue en y au 
point Yo € Yo. alors pour y = y, la solution de l'équation (9) dépend 
continûment de y. 


DEMONSTRATION. Soit y un élément arbitraire de Y,. Construisons 
la solution x} de l'équation (9) comme la limite de {x,}: 


Ln+i = P, (Th) (n = 0, 1, .., Lo = Ty,)- 
Comme 1} = P,, M on obtient en _— de (5) 


p (x ’ 2) — ue a P (xs, Lo) = =, —— p (2, (xr.), Pye (zr)). 


La continuité souhaitée de x}; pour y = y, s'établit maintenant 
sans peine à l’aide de (8). 

REMARQUE. L'ensemble des applications P, peut être traité 
comme une seule application P associant à tout couple (x, y) d’élé- 
ments æE Q, y E Y, l'élément P (x, y) = P, (x). De façon analo- 
gue, la solution x} de l’équation (9) peut être considérée comme une 
application F associant à un élément y € Yo l'élément F (y) = xÿ. 

Le théorème 3 s’énonce encore: 


Si pour chaque y € Yo 
p(P (x, y), P (x', y)) K ap (x, x) (x, z° € Q) 


(æœ << 1 né dépend pas de y) et pour tout x € Q l’application P est 
continue en y au point Yo € Y, alors l'application F est aussi con- 
tinue au point y. 


Tel qu'il a été formulé, le principe du point fixe a été établi par Banach 
[1] et Caccoppoli. Pour les généralisations aux applications multivalentes voir 
loffe et Tikhomirov. 


$ 2. Propositions auxiliaires 


Dans le paragraphe suivant nous établirons le deuxième principe 
du point fixe. Sa démonstration pose des difficultés notoires, car 
elle repose sur des résultats délicats concernant la structure topo- 
logique d'un espace de dimension finie. Ces propositions auxiliaires 
de topologie feront l’objet du présent paragraphe. 

2.1. Introduisons d’abord quelques nouvelles notions indispen- 
sables pour la suite. Soient un B-espace X et la suite de ses éléments 


Los Lis Los - + -s Tn (1) 
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Supposons que les différences 
Li = Li, Lo — os is LT (2) 


sont linéairement indépendantes, et formons l'enveloppe convexe 
S (Zos Lis + + + Zn) des éléments (1). L'ensemble S (xs, 1, . . ., x) 
est un simplexe, les points zo, 21, - . ., Zn, ses sommets. Le nombre nr 
est la dimension du simplexe. 

REMARQUE. Dans cette définition du simplexe, les sommets ne 
jouent pas tous le même rôle. Cependant, on peut prouver (ce qu’on 
laisse au soin du lecteur) que si les différences (2) sont linéairement 
indépendantes, les n différences restantes 


To — Lho 0e) Thu] — The Th41i — Tho oo In — Th 


&—=1,2,...,n) 


le sont nécessairement. Ceci rétablit l’identité des rôles de tous les 
sommets. 

Soit donné un simplexe S (zo, Z1, - + ., Zn); considérons k som- 
mets Zi, Zi, + +, Ti, €t construisons un simplexe sur les r — k 


sommets restants *). Le simplexe obtenu s'appelle face (de dimen- 
sion n — k) du simplexe S (xs, Zi, - + -, Zn), Opposée aux sommets 
Ti, Ti, 3 Li,e 

Soit encore un simplexe S — S (xy, Z1, + .- +, Zn). Tout élément 
zx € S peut être mis sous la forme 

Z = AoZo + Gta +... + Antn: (3) 
où les coefficients æ&, sont reliés par la relation 
Aout... +an=141, aœ>0 (k=0,1,...,n). 
Prouvons que la représentation (3) est unique. En effet, comme 
n 


ao =1— S, a, il résulte de (3) que 


k=1 
n 
T= + 2 GR (Th — Lo) (4} 
S’il existe une autre représentation 


Z= A Lo + AT + ee + Cnln: 
on trouve comme plus haut que 


ñn 
z= + 2 @g (Tr — Lo); 


*) Ceci est possible d'après la remarque faite plus haut, 
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ce qui avec (4) donne 
n ñn 
2 an (en — 70) = 2 ai (zn — 20), 


égalilé qui, vu l'indépendance linéaire des différences (2), n'est 
possible que si 


Xi —Q,, A — À, ; .... Un = An: y — &- 


Les nombres &,, œ&1, . .., &«, sont appelés coordonnées simpliciales 
du point ES *). 

On remarquera que =, =... = &;, =0 pour les points de 
la face opposée aux sommets z,, Zi, ..., ïj,. 

On appelle point intérieur d'un simplexe tout point de coordon- 
nées positives. 

On appelle centre d'un simplexe un point dont toutes les coordon- 
nées sont égales. 

Introduisons la notion de subdivision d'un simplexe S — 
= S (Zo, Ti, - + +, Zn). On appelle subdivision d'un simplexe sa 
décomposition en une somme d'un nombre fini de simplexes de même 
dimension que lui, définis par récurrence de la manière suivante. 

Pour subdivision du simplexe à une dimension S (xs, x) on 


convient de prendre l’ensemble des deux simplexes S (%o L(xo + 


+ r)) et S (5 (Zo + T1): ri) . Supposons qu'on connaît la subdivision 


de tous les simplexes de dimension inférieure à nr et considérons le 
simplexe de dimension n S = S (xo, Zi, - - -, Zn). Soit une face 
de dimension r7 — 1 de S. Cette face étant un simplexe de dimension 
n — 1, on connaît déjà sa subdivision. Supposons qu'elle est consti- 
tuée des simplexes (nr — 1)-dimensionnels S$;,, S:, ..., S,. En 
ajoutant aux sommets d'un simplexe S, (k — 1, 2, ..., m) Île 
centre du simplexe S, on obtient un simplexe de dimension n **). 
On obtient une subdivision du simplexe en effectuant les mêmes 
constructions pour chaque face de dimension nr — 1. 

Il est aisé de voir que les simplexes d’une subdivision ne possè- 
dent pas de points intérieurs communs. Îls se coupent suivant la 
face commune. 

Considérons un simplexe S et une de ses subdivisions. En sub- 
divisant chaque simplexe partiel, on obtient une double subdivision 
de S. En poursuivant cette opération, on obtient des subdivisions 
de multiplicité plus élevée. 


*) Les nombres &, &y, . - ., &, sont parfois appelés coordonnées barycentri- 
ques du point x € S, car si l’on place une masse a, en chaque sommet z,, le 
<entre d'inertie du système de points matériels obtenu sera en x. 


| **) On laisse au lecteur le soin de vérifier que cette construction est pos- 
sible. 
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Il est clair que le diamètre des simplexes tend vers zéro avec 
l'accroissement de la multiplicité de la subdivision. 

2.2. Indiquons maintenant les lemmes qui nous serviront pour 
démontrer le deuxième principe du point fixe. 

Soient le simplexe S = S (xzo, Z1, - - ., z,) et une de ses subdi- 
visions (de multiplicité quelconque), composée des simplexes 


So Se es (5; 


Supposons qu'à chaque sommet z de chacun des simplexes (5) 
est associé l’un des nombres 0, 1, . .., nr, c'est-à-dire sur l’ensemble 
des sommets des simplexes (5) est définie une fonction v prenant 
les valeurs 0, 1, ..., nr. Donc, à chaque simplexe (5) est associé 
l'ensemble v (S;) des r + 1 nombres correspondant aux sommets de 
ce simplexe. On dira qu'un simplexe S; est normal si v(S;) — 
— {0, 1, ..., n} indépendamment de l'ordre dans lequel sont 
disposés les nombres de v (S;). 

Si la fonction v est arbitraire, il peut n'exister aucun simplexe 
normal. Cependant on a le 


LEMME 1. Supposons que la fonction v vérifie la condition sui- 
vante: si z est un sommet d'un simplere de (5), appartenant à une face 
k-dimensionnelle S (ti Tino. Ti.) de S, alors v(z) ne peut 
prendre que l'une des valeurs io, by, . . ., ipe 

Alors parmi les simplezxes (5) il en existe au moins un normal. 


DE£EMONSTRATION. Nous allons prouver que le nombre de simplexes 
normaux est impair. Si le simplexe S est de dimension zéro, c’est- 
a-dire si S est un point, le lemme est trivial. Raisonnons par récur- 
rence. Supposons que le lemme est vrai pour les simplexes de dimen- 
sion rz — 1 et prouvons-le pour le simplexe de dimension ». Soit 
S% une face de dimension nr — 1 du simplexe S,. On dira qu'elle 
est distinguée si v (S£) — {0, 1, 2, ..., n}. Si le simplexe S, 
est normal, on s'assure immédiatement que p,, le nombre de ses 
faces distinguées, est égal à un; dans le cas contraire p, = 2. Donc, 

m 


la somme p — Ÿ' p, est de même parité que le nombre de tous les 
k=1 


simplexes normaux. Répartissons les faces distinguées des simplexes 
(5) en deux groupes. Le premier groupe sera composé des faces qui 
ne sont contenues dans aucune face de dimension x7 — 1 de S. Soit 
p’ le nombre de ces faces. Chaque face distinguée de ce groupe étant 
face commune d'exactement deux simplexes de (5), elle doit être 
comptée deux fois dans la somme p. Le deuxième groupe sera cons- 
titué des faces distinguées qui sont entierement contenues dans une 
face de dimension rz — 1 de S. Ces faces étant chacune face d’un seul 
simplexe de (5), elles seront en nombre p” = p — 2p'. En utilisant 
l'hypothèse du lemme, on s'assure sans peine que toutes les faces 
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distinguées du second groupe sont contenues dans la face S' — 
= S (rpg, Ti, - + +, Tn 1) du simplexe S. Or, les faces de dimension 
n — 1 des simplexes (5), contenues dans S’, forment une subdivision 
de S”, et de plus la fonction v envisagée uniquement pour cette sub- 
division vérifie l'hypothèse du lemme. Donc, d’après l'hypothèse 
de la récurrence, le nombre des simplexes normaux de cette subdi- 
vision est impair. En remarquant que les simplexes normaux sont 
précisément dans ce cas les faces distinguées du second scroupe, on 
déduit que p”, et par suite p = 2p° + p”, est impair. 
Le lemme est prouvé. 


LEMME 2. S = S (xs, 1, . . ., x) étant un simplexe dans un 
B-espace de dimension n, si existent des ensembles fermés Fo, F1, .. 
... F, tels que 


k 
S (Zi Ti; …, Ti,)  Ù Fin 


quelle que soit la collection io, y, -.., ir (k—=0, 1,...,n), alors 
n 
l'intersection f(\ F, n’est pas vide. 
km 0 


DEMONSTRATION. Soit une subdivision de S de multiplicité quel- 
conque. Soient z un sommet d’un simplexe de la subdivision, 


k 
S (Gi, Lio eee Ti) la face contenant z. Par hypothèse, z € U Fi. 


Mm= 
Supposons que z € Fi, et posons v (2) —i,. Il est clair que la 
fonction v vérifie la condition du lemme 1 et, par suite, en vertu 
de ce dernier il existe un simplexe partiel normal dont l'intersection 
avec chacun des ensembles F; n’est pas vide (contient un sommet). 
Considérons maintenant une suite de subdivisions de multiplicité 


(p = 1, 2, ...). Pour la p-uple subdivision il existe des points 
z{P), z(p), . .., ZP), sommets d'un simplexe partiel normal, tels que 
MI EF, (k=0,1,...,n; p=1,2,...). (6) 


L'ensemble S étant compact, on peut exhiber une suite strictement 
croissante {p;} d’entiers naturels, telle que la suite {zPA} soit 


convergente. La limite de cette suite, le point z*, appartient à S, 
car S est fermé. Comme les diamètres des simplexes partiels tendent 
vers O0 pour p —+ oc, on a 


MI ct (k=0,1,2,.. ,n) 
D'où, en vertu de (6), et puisque F, sont fermés, 


A (k = 0, 1, 2: ic n). 
c.q.Î.d. 
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2.3. Le lemme suivant nous fournit déjà un principe du point 
fixe (le principe de Brouwer) mais à des conditions très restrictives. 


LEmMME 3. Toute application continue P d'un simplere n-dimen- 
sionnel S d'un B-espace X dans lui-même possède un point fixe. 


DEMONSTRATION. Soient Œo, Œys + - -» An les Coordonnées sim- 
pliciales d'un point x € S. Désignons par 
B; — Î; (Go; Xi» . ee An) G — 0, 1: ee 7 n) 


les coordonnées simpliciales du point P (x). Cette notation a un sens, 
puisque P (x) € S. On a de toute évidence 


Bo + Bi +... + Br = 1, B; > 0 G =0,1,...,n). 


Il est aisé de vérifier en utilisant la continuité de l’application P 
que les fonctions f; sont continues. Désignons par F;, (j = 0, 1, 
2, ..., n) l’ensemble des points z € S, tels que 


ay > By. 


Les fonctions f; étant continues, les ensembles F}, sont fermés. Assu- 
rons-nous qu’elles vérifient les conditions du lemme 2. 
h 
En effet, soitz ES (CT Tin. Zi,). Supposons que zé U F:. 
m=0 


Cela signifie qu'entre les coordonnées simpliciales @o, &4, ..., Œn 
et Bo; Bis ---, Bn des points x et P(x) respectivement, on a la 
relation 


oi, LB, (m= 0, k). 


Comme pour iÆ im (m = 0, 1, ..., k) on doit avoir &; — O, 
donc &; < B;, on obtient 

n n 

£ Li < > Bi, 

i=0 i=0 


ce qui est impossible, puisque les deux sommes doivent être égales 
àa l'unité. 


D'après le lemme 2, ïil existe un point z*€ A Fr. Si 


aÿ,aï,..., an et B5, B;,..., fn sont les coordonnées si noliciales 
des points z* et P(x*) respectivement, alors 


aÿ>B? (j=0,1,...,n), 
d’où 


2 > 2 B',. (7) 
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le signe d'égalité ayant lieu si et seulement si 


ff (i—0,1,...,n). (8) 


Or. les deux sommes de (7) sont égales à un, donc (8) est vraie, c'est- 
a-dire z* — P (x*). 

Le lemme est prouvé. 

2.4. Généralisons maintenant le lemme 3 à des ensembles con- 
vexes bornés fermés d'un espace de dimension finie. Pour cela il 
nous faut d’abord prouver un lemme. 

On rappelle (111.2.3, tome 1) qu'un corps convexe dans un B-es- 
pace X est un ensemble fermé convexe Q dont l’intérieur n'est pas 
vide. 


LEMME 4. Soient Q un corps convexe borné en norme dans un B-es- 
pace X, Bx la boule unité fermée de X. Les ensembles Q et Bx sont 
homéomorphes. 


DEMONSTRATION. Sans nuire à la généralité on peut admettre que Ô 
est un point intérieur de Q et que 3x € ©. L'ensemble Q est alors 
voisinage de 0 et on peut envisager sa fonctionnelle de Minkowski p 
(11.3.2, tome 1). 

Les propriétés générales de la fonctionnelle de Minkowski 
prouvées dans le lemme I11.2.f (tome 1) nous disent que p est 


continue et Q—{xEX: p(x)<1}. Si xÆ0 est un élément quel- 
conque de X, alors Tr CA CS et par suite p (- <<" 


ce qui conduit à l'inégalité 
p (@) < [x Il, (9) 


qui est visiblement valable aussi pour z = 0. 
L'ensemble Q étant borné, il existe une boule ouverte KX, 
ou en O0 de rayon r>0, contenant l’ensemble Q. Comme 


TT ——ÉK,, Vr-0, on aura également TT &Q, de sorte que 


p( =] }> 1. Donc 
p(a>+lzl (EX). (10) 


Définissons l'application T par 


T(x)=z CE (xEQ, x#0), T(0)—0. (11) 

Comme l’ensemble & est confondu avec l’ensemble des x € X 
pour lesquels p (x) < 1, il est clair que 7 ({) — Bx. De plus, il 
est immédiat que |” application -T est bijective, l'application inverse 
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T-1 étant définie par 


T-i(x)= x Lt (#0), T-1(0)—0. (12) 


La continuité de l'application T au point x,0 découle de 
celle de la fonctionnelle p. Si zx, 0, alors T(x,)—0—T (0), 
puisque Er =: et p(rn) — 0. 

n 

On vérifie de façon analogue la continuité de l’application T7. 
Si Tito 0, la relation T-1(z,)—T-1(x,) est une conséquence 
de la continuité de la fonctionnelle p, puisque p(x)>— [x || > 0: 
(cf. (10)). Pour x, —0 on a toujours d'après (10) 


_ Il Tn il r|Îzn | 
{ a ne me == 
NT Gen) 1 a RE an er lan 10, 
c'est-à-dire T-l(x,) — 0 — T-1 (0). 

Ceci achève la démonstration du lemme. 


COROLLAIRE. Un corps convexe borné Q d'un B-espace de dimension r. 
est homéomorphe à un simplexe de dimension n. 


En effet, un simplexe de dimension » est un corps convexe dans: 
un espace de dimension #, donc comme Q il est homéomorphe à la 
boule B. 

Maintenant nous sommes en mesure de prouver le lemme fonda- 
mental. 


LEMME 5. Soit Q un corps convexe borné d'un B-espace X de dimen- 
sion n. Une application continue P de S dans lui-même possède un. 
point jixe. 


DEMONSTRATION. Considérons dans l'espace X des éléments 
linéairement indépendants %1, Zoe, . . ., æ,. Posons x, — 0 et con- 
sidérons le simplexe S de sommets zo, 21, . - ., 2,. D'après le corol- 
laire du lemme 4, il existe une application biunivoque et biconti- 
nue 7 du simplexe $ sur le corps 2. Soit l'application 

P,=T PT. 


L'application P, est continue et applique le simplexe S dans 
Jui-même. Donc, d'après le lemme 3, il existe un point fixe x,: 
To = Po (to): 

Et z* — T (x) sera point fixe de l'application P, puisque 
Pix) = ET (2) = TITTPT (2) = TP; (0) = T (to) = 1". 


Le théorème du point fixe d'une application continue d’un simplexe dans 
lui-même a été prouvé par Brouwer [1] dans le cadre de l'établissement de l'in- 
variance de la dimension. La démonstration produite-est due à. Kuratowski. 
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$ 3. Principe de Schauder 


3.1. À la lumière des résultats du paragraphe précédent, on peut 
établir le deuxième principe du point fixe (ou principe de Schauder). 


THEOREME 1. Toute application continue P d'un ensemble compact 
convexe d'un B-espace X dans lui-même possède un point fixe. 


DEMONSTRATION. Prenons un nombre arbitraire e >> 0. Comme Q 
est un ensemble compact, il contient un e-réseau fini. Supposons 
qu'il soit constitué des éléments 


D PE ET (1) 


Formons l’ensemble Q,, enveloppe convexe des éléments (1). 
Il est clair que Q, & Q@. De plus, l’ensemble Q, est de dimension 
finie n < m — 1 *). 

En raisonnant par récurrence sur la dimension, on montre sans 
peine que l’on peut représenter l’ensemble Q, sous forme d’une somme 
de simplexes de dimension », tels que 

a) tous les points (1) soient sommets de ces simplexes ; 

b) deux simplexes ou bien ne possèdent pas de points communs, 
ou bien se coupent suivant une face commune (de dimension k; 
k—=0,1,...,n — 1). 

Procédons à une subdivision de chaque simplexe d’une multi- 
plicité assez grande pour que les diamètres de tous les simplexes 
partiels soient <<e. Désignons ces simplexes par 


SH se (2) 


Les sommets des simplexes (2) constituent visiblement un e-réseau. 
Signalons que les simplexes (2) vérifient les conditions a) et b). 

Considérons maintenant l'application P. L'ensemble Q@ étant 
compact, l'application P est uniformément continue, car elle est 
continue, c’est-à-dire pour tout & >> 0 on peut exhiber un 5 > 0 
tel que || x — x’ || << Ô entraîne 


IP&—P(G)l<e (zx r EQ). (3) 
Quitte à subdiviser les simplexes (2), on peut rendre leurs dia- 
mètres plus petits que Ô. On suppose que cette subdivision a déjà 


été effectuée, c’est-à-dire les diamètres des simplexes (2) sont non 
seulement <<e, mais <<6. 


*) On dit que l'ensemble £ © X est de dimension n si existent des éléments 


Zor Zi - En tels que 1) les différences 2h — 29 (k = 1, 2, ., À) soient 
linéairement indépen ntes et 2) tout x € E se représente sous la forme z = 


= 20 + Ÿ (e 34 (ze — z,) et de plus pour tout 4 = 1, 2, ..., nilexistez € E 


Rues 
tel que le coefficient correspondant &; # 0. 
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Construisons maintenant l'application P,, approximation sim- 
pliciale de l'application P, de Q, dans Q,. Définissons tout d’abord 
P, aux sommets des simplexes (2). Soit z un sommet d'un simplexe 
(2). Comme P (z) € Q et que les sommets des simplexes (2) forment 
un e-réseau, il existe un sommet z tel que ||z — P (2) || << e. Posons 
Z2=.P, (2): 

Supposons maintenant que z € Q, n’est sommet d'aucun sim- 
plexe (2). Soit x € S,. Désignons les sommets du simplexe S, par 
zh, xt), ..., x) et mettons l'élément x sous la forme 


n n 
T — Das (2 a" = À ; af") => 0 : 0 1: n). 
1= = 
Posons 


n 


P, (x) = D a Pe (x). (4) 


i 


Cette définition se passe d’explications si le simplexe contenant le 
point x est unique. Si de plus z € S, (r = k). il faut encore prouver 
que P, (x) ne dépend pas du simplexe choisi. D'après la condition b), 
l'intersection des simplexes S, et S, est leur face commune. Sup- 
posons que cette face est engendrée par les sommets 29”, zf), . 


..., æ, du simplexe S,; on peut admettre que 


(A) 


jm, (=1,2,...,5s), (5) 


xt"), x(r), ..., xQ) étant les sommets du simplexe S;. Mettons x 
sous la forme 


n n 
z= Da (Da=1; of2>0, i=0,1,...,n). 
i= = 


Compte tenu de la remarque faite dans 2.1, on a 


aa —=0 (iiy; j—1,2,...,s). (6) 
Et en vertu de (5) 


8 
Sal — D af) 7 0) 


Œi,T:; 
0 À du 1 0 
d’où 
kh . 
m=a, (j=0,1,...,5s}). (7) 


12—01292 
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Si donc nous définissons P, (x) à partir du simplexe $,, on obtient 
en vertu de (6), (5) et (7) 


Pe(x)= Da Pe(ai)= 2 af Pe (xt) = 


ñn 
= D afp, (209 = Ÿ af, (a). 
= 


c.q.f.d. 

Par des raisonnements peu compliqués, on s’assure que l’appli- 
cation P, est une application continue de Q, dans 

Donc, l'application P, satisfait aux conditions du lemme 5 du 
précédent paragraphe, par suite elle admet un point fixe x, € Q,: 


Ze = Pe (te). 


Soient Zp» Z1, + : +» Zn les sommets du simplexe (2) contenant le 
point r.. Puisque || z; — z, || << Ô, on a en vertu de (3) 


lPG)—P{pl<e (G,ji=0,1,..., n) 
Comme par définition 
IPe(z) —PGHl<e G—0,1,...,n), (8) 
on déduit de la relation précédente que 
Il Pe (2) — Pe(z)<Se (G, j —=0,1,...,n). (9) 


Mettons zx, sous la forme 
z= > afe)z, ox af—1: af>0:; i—0,1,...,n), 
par définition de P, on a 
ze = Pe(te) — ù afp, (2). 
D'où il suit compte tenu de (9) 


ze 2. (25 1 =|| à a [P, (21) — P, (25) 8e 2 aj=3e (10) 
(j=0,1,...,n). 
Enfin la relation 
Itze—z << (—=0,1,...,n) 


entraîne d'après (3) 
IP (x) — P (a) 1<e (=0,1,...,n). (11) 
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En se servant de (10), (8) et (11), on trouve en définitive 
Te — P (te) ISN Ze — Pe (21) + 
+] Pe (si) — Pa) + NP (z) —P(&) | < 5e. 
Donc, pour tout & > 0 existe un point x, € {2 tel que 
ze — P (x) 1 < 98. 


Prenons une suite e, — Ô et construisons pour chaque k — 
= 1,2, ... le point x; — zx... L'ensemble G@ étant compact et 


fermé, on peut, sans restreindre la généralité, considérer que 
Zn ——> z* EQ. 
R— 00 
Mais alors 


Ir* — P QG) REY — 2x + Max — 2 () 1 + 
+ IP x) — P G*) IE 


et tous les termes du second membre tendent vers zéro (le dernier en 
raison de la continuité de P). Donc, 


2 PE"), 


ce qui prouve l'existence du point fixe. 

REMARQUE. On laisse au lecteur le soin de s’assurer que les deux 
conditions du théorème, la convexité et la compacité de Q, sont 
essentielles. De même, il est aisé de produire un exemple montrant 
que l’on ne peut affaiblir la condition de compacité de Q et exiger 
en échange qu'il soit borné. 

3.2. On peut énoncer le théorème 1 sous une forme plus générale 
en remarquant que l’enveloppe convexe fermée d’un ensemble rela- 
tivement compact dans un B-espace est compacte (corollaire du théo- 
rème III.2.3, tome 1). 


THBOREME 2. Une application continue P d'un ensemble convexe 
fermé d’un B-espace X dans un ensemble compact À & Q admet un 
point fixe. 


DEMONSTRATION. Soit , — co (A) l’enveloppe convexe fermée 
de A. Q, est un ensemble compact convexe, et Q, & (2. 

L'application P envoie , dans A, donc dans Q,, puisque 
À & Q. Par suite, si l’on envisage P uniquement sur Q,, on se re- 
trouve dans les conditions du théorème 1, ce qui prouve le théo- 
rème 2. 


En modifiant en conséquence les démonstrations des théorèmes 1 et 2, 
on peut établir des théorèmes analogues d'existence du point fixe dans le cas 
où X est un espace localement convexe (cf. Dunford et Schwartz [I]). 

Le principe du jours fixe (théorèmes 1 et 2) est établi dans l’article de 
Schauder [1]. Des théorèmes plus profonds d'existence du point fixe, en particu- 


12* 
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lier, 7 is les espaces localement convexes ont été prouvés par Leray (cf. Leray 
et Schauder [1]). De grands progrès ont été réalisés ces derniers temps dans l'étu- 
de de ces problèmes sous l'impulsion de M. Krasnosselski (cf. Krasnosselski [I], 
Krasnosselski [1], [2], [3]). 


8 4. Applications du principe du point fixe 


Voyons quelques applications des théorèmes prouvés plus haut. 
4.1. Soit donnée une fonction ® (s, u) de deux variables réelles, 
définie sur la bande a << s < b, — 00 << u << co, on suppose que D 
est continue et possède une dérivée continue par rapport à w, telle 


que 
O<mED,(su)EM (aLsEb, —o<u<oæo). (1) 


Sous ces conditions, il existe une fonction unique u = x* (s) con- 
tinue sur [a, b] et vérifiant l'équation 


D (s, z* (s)) = 0. (2) 


On peut établir ce résultat à l’aide du théorème 1.1. A cet effet, 
on considère dans l’espace X = C [a, b] l'opérateur P: 


=P(r) 1=20)—75 (ss) (sEla, b)). 


On vérifie aussitôt que P est un opérateur de contraction. En effet, 
si y—=P(x),y—=P (x), alors pour tout s € [a, b] 


Ly(s)—y(s)1= 
=|2(9—2(5)— me O6, z(9)—@(s, z (s) 1|= 


129-201-5706, 86) |<alz—3 11 
où 
M—-m 
ds M +m ? 


donc a << 1 en vertu de (1). 

L’ opérateur P possède un point fixe unique z* dans C[a, bl]. 
Reste à remarquer que la relation xz* — P (x*) équivaut à l’éga- 
lité (2). 

4.2. Considérons maintenant le système d'équations différen- 
tielles ordinaires 


DE Qu (T4 Zn ce ee En : t) (i=1,2,...,n) (3) 


En écriture vectorielle le système (3) prend la forme de l’équa- 
tion 


; = ps t), (4) 
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où z(t) est un vecteur de composantes zi(t), æ2(£), ..., æh(t), 
et (z,t) un vecteur de composantes mi(z:,...,æn3 t),. 
..) Pn (Las Los se. Tnt). Ceci Fa par dérivée on entend la fonction 


vectorielle de composantes = : és ve. = : 
Supposons qu’on demande la solution du système (3), qui vérifie 
sur l'intervalle [a, b] les conditions initiales 
zi (a) = yÙ (i=1,2,...,n) 
ou, sous la forme vectorielle, 
z (a) = Yo (9) 


(Yo est un élément de R”* de coordonnées y{t}, y{2), . . ., y{n)). 
Résoudre ce problème revient à chercher la solution de l’équation 
intégrale 


t 


2 (= vo | piz(r), v) dr. (6) 


THÉOREME 1. Soit p (y, t) une fonction vectorielle définie et bornée 


pour 
yER", Iy—yol<8*), tEla, b'I, 

mesurable relativement à t pour toute valeur de y et vérifiant la con- 
dition de Lipschitz par rapport à y: 

PU, tp. DISK Iy—y|, (7) 
où K ne dépend pas de t. 

Soit 
M = sup|p(y, t)| (1y—yl<6, tEla, b'}). 

Si l'intervalle [a, b] Sa, b'] est assez petit, plus exactement si 


b—a<min EE +]: (8) 


l'équation intégrale (6), donc le système d'équations différentielles (3), 
admet une solution unique vérifiant les conditions initiales données. 
De plus, la solution dépend continûment du vecteur initial yo. 


DEMONSTRATION. Considérons l’espace C, — C (la, b], R') des 
fonctions vectorielles continues réelles de dimension 7, définies 
sur {a, b]. C,, linéarisé de façon naturelle, devient un B-espace si 
l'on pose 

Izl= max [24/1 2€. 
LE[a, b] 


*) Ici et dans la suite on désigne par | y | la longueur euclidienne du vec- 
teur y. 
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Dans le but d’appliquer le théorème 1.3 à l’équation (6), on pose 
X = C,, Y = R". L'’équation (6) peut s’écrire sous la forme de l’équa- 
tion fonctionnelle 
z = Py, (@), (9) 
où P, est un opérateur intégral : 
z=P,(xr) (yER", zxecC,, 
t 
10 
(= y+ | (x), T) dt, on 


défini sur l’ensemble Q de tous les x € C, vérifiant 
|z(#) — y l<Ô (Ella, b]). 
Pour Y, il convient de prendre l’ensemble des vecteurs y € R” tels que 
[y — Yo | < = Ô — M (b — a). 


L'opérateur P, envoie © dans lui-même pour tout y € Y,. En 
effet, 


{ 
120)—ve1<17—v01+] | pe), D dr|<6,+M (ba) 6. 


a 


. Vérifions que la condition (2) du $ 1 est satisfaite. Soient x, 
L € (2 ; y € Yo; 


NPC) — 2, @) = max | | Lez (0), D —p@ (0), a] dr|< 


<K(b—a)l|z—x || 
En posant 
a = K (b — a) 


on à & << 1 en vertu de (8). 

La continuité de l'opérateur P, en y est évidente. 

Donc, en vertu du théorème 1.3, l'équation (9) et, par suite, 
l'équation intégrale (6), admet une solution unique dépendant con- 
tinûment de y. | 


REMARQUE. La dépendance continue de la solution x}; du sys- 
tème (3) par rapport au vecteur initial y pour y = y, exprime ici 
le fait que pour tout e >> Oil existe n >> 0, tel que || x} — zx}, lc < 
<e dès que | y — yo | <N- 

4.3. L'application du principe de Schauder à l'opérateur (9) 
permet d'établir l’existence de la solution de l'équation (6), donc 
du système (3), moyennant des conditions plus faibles sur la fonc- 
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tion œ (y, t). Mais, dans ce cas, on ne peut démontrer l’unicité de 
la solution et a fortiori sa dépendance continue par rapport au vec- 
teur initial. 


TH£oRBME 2. Supposons qu'une fonction œ vérifie toutes les con- 
ditions du théorème 1 à l'exception de la condition (7) qui est remplacée 
par une plus faible, savoir : quel que soit t € [a, b'] La fonction q (y,t) 
est continue en y uniformément par rapport à t Ela, bl. 

Si 

b—a<— 
En IR ’ 
alors le système (3) admet au moins une solution vérifiant la condition 
initiale (5). 


DEMONSTRATION. On conserve les notations du théorème 1 et on 
pose P = P,,. Il est aisé de voir que l'opérateur P applique f2 
dans lui-même. En effet, en démontrant ce fait dans le théorème 1, 
on n’a utilisé que l'inégalité M (b — a) < Ô qui est réalisée ici. 

Il est immédiat aussi de vérifier que P est un opérateur continu. 
Supposons en effet que zh —> Zo, Zn € ,zn = P (x) (n = 0, 1, ...). 
La fonction (y, t) étant continue, pour & >> 0 il existe un n > 0 
tel que | y — y’ | L n entraîne 


Ip 1 —p(y,t)1<e (Ella, b). (11) 


Comme {||z, — zo | —> 0, pour n assez grand (nr > n,) on aura 
[za — Zo | <'n et a fortiori 


[tn O) —z(l<n CE le, b]). 
En tenant compte de (11), on peut écrire pour les nr indiqués 
1 (en (), D — pro), D 1<e (El, b]). 
Donc, pou n>n 


(| Zn —— 20 [l — max [Zn () — 29 (t)| < 
1E(a, b] 


t 
ax | lp (an (x), D) — pro (r), TD) dre (b— 0). 


< m 
tEla, b 


Donc 
2n = P (tn) + 20 = P (0). 


Il est clair que est un ensemble fermé convexe, donc pour appli- 
quer le théorème 3.2, il faut établir seulement la compacité relative 
de l’ensemble P (9). Ce qui achèvera la démonstration du théorème. 

Le critère de compacité d’un ensemble dans l’espace C (cf. 1.5.4, 
tome 1) se généralise sans peine à l’espace C,. Il faut donc prouver 
que les fonctions de la famille P (Q) sont équicontinues (ces fonc- 
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tions sont uniformément bornées, puisque P (Q) & Q et Q est borné). 
Or, ceci est une conséquence de l'inégalité 


: 
CDESTO)ES R p(z(t), T) de |< MIE — 4] (x EQ, z=P(x)). 
t 


C. q. f. d. 
4.4. Considérons l'équation intégrale 


b 


z (s)=À | p(s, t, z(t))dt. (42) 


a 


En se servant du théorème 1.1, on prouve que l'équation (12) admet 
une solution unique pour À assez petit. 


THÉORBME 3. Soit @ (s,t, u) une fonction définie et continue dans 
le parallélépipède 
as, 1<b, [u]<h 


et vérifiant (Vs et Vt fixes) la condition de Lipschitz par rapport à u: 
[p(s, té u)—p(s,t, u)|<K|[u—u |, 
K ne dépendant pas de s et de t. 
Si l'on désigne 
M = max|q(s,t,u)| (a<s, t<b, [u|<h), 
alors l'équation (12) admet une solution unique pour les À tels que 
; h 1 

p<mi(-—, 0 |. (5) 


DEMONSTRATION. Posons X — C{a, b] dans le théorème 1.1 et 
prenons pour © l’ensemble des x € C tels que [|z || < h. Définissons 
l'opérateur P comme 


b 
z—P{(x), 2(s)= 2 | pts, t, x(t)) dt. 


La condition (13) dit que P (x) € Q. En effet, 
IP (HISIAIMb—-a<h (ES). 
D'autre part 


IP()—2 (a) IA max | lp, t z()— 
a€la, b] : 


—p(s, t, z°(t))| dt IAÏK (—a)llz— x]. 


$ 4] APPLICATIONS DU PRINCIPE DU POINT FIXE 185 


Si donc l’on pose & = | À | À (b — a), on déduit de (13) que «a < 1, 
c'est-à-dire P est un opérateur de contraction. 
L’équation (12) pouvant être mise sous la forme 


z = P (x), (14) 


l'existence et l’unicité de la solution de l’équation (12) résultent 
du théorème 1.1 dont toutes les conditions, on vient de le voir, 
sont satisfaites. 

REMARQUE 1. Prenons une fonction continue zx (||zo || < h) 


® 


et formons à partir d'elle la suite {x,} de fonctions 
b 


Zn+1(s)=à | p(s,t, ænlt))dt (n=0,1,...). 


a 


Le théorème 1.1 nous dit que cette suite est uniformément conver- 
gente vers la solution de l'équation (12). 

REMARQUE 2. En se servant du théorème 1.3 on peut montrer 
que la solution de l’équation (12) dépend continûment de À, pour 
les À vérifiant (13). 

4.5. L'utilisation du principe de Schauder permet parfois d’élar- 
gir le domaine des À pour lesquelles l'équation (12) admet une solu- 
tion. 


Supposons que la fonction œ est de la forme 
p(s,t, u) = K(s, t)w(t, u), (15} 


où Æ (s,t) est une fonction continue dans le carré [a, b; a, b] 
et w (ft, u) continue pour t € [a, bl, |[u|<h. On a le 


TH£EOREME 4. Si dans l'équation intégrale (12), la fonction œ est 
de la forme (15) et 


le 
77 65)? (16) 


où M,= max |KÆ(s,t)|, M,=— max |y(t, u)|, alors 
ab, tb a<t<b 


SS 


lu LA 
l'équation (12) admet une solution continue. 


DEMONSTRATION. Conservons les notations précédentes et prou- 
vons comme plus haut que l’opérateur P envoie l’ensemble QG dans 
lui-même. L'ensemble S étant convexe et fermé, et l'opérateur P 
continu (cf. démonstration du théorème 2), il suffit comme dans le 
théorème 2 de vérifier que P (Q) est relativement compact; on 
pourra alors utiliser le théorème 3.2. L'ensemble P (Q) étant un 
sous-ensemble de C [a, b], il faut prouver que les fonctions de P (Q)} 
sont 1) uniformément bornées et 2) équicontinues. 1) est évident. 
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2) est une conséquence de l'inégalité (z — P (x), x € Q) 


b 
LG—2 (GI IAM TT LE(S, D —K(6", Ip, (0) d|< 


a 
b 


SAM | 1K (8 #—K(s', t) dt. 
En traitant l'opérateur intégral comme un opérateur dans l’espace 


L° {a, b], on peut établir grâce au principe de Schauder un résultat 
analogue au théorème 4. 


THEOREME 5. Supposons que dans l'équation (12) la fonction 
œ (s, {, u) est de la forme (15) et de plus que la fonction K (s, t) est 
mesurable dans le carré {a, b; a, b] et vérifie la condition 


b 


A?= sup | LK (s, t)2dt <oo, 
sEla, b] : 


et la fonction 1 (t, u) définie et continue dans le rectangle (a, b; —h, h]. 
Si 


h : 
Me : (4) 


alors l'équation (12) admet une solution de carré sommable sur [a, b]. 


DEMONSTRATION. Comme plus haut on fait la démonstration en 
se servant du théorème 3.2. Mais on pose ici X = L* [a, b], on prend 
pour ( l’ensemble des x € L° tels que 


|z(t) |A pour presque tous les £ € [a, b], 


et l’on conserve le même ?. 

Vérifions que la condition (17) assure que P (Q) & Q. En effet, 
si zEQet z = P (x), alors pour s € [a, b] l'inégalité de Bounia- 
kovski nous dit que 


b 


LOIS IA TK. D, 264 |< 


b b 
<TT Ike, 9e] [five soralT< 


<IA|AM Vb—a<k. 
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Prouvons que l'opérateur P est continu. Soient x, x’ € (2 et 
z=P(x), z = P(:'). On a 


I: ()—2 ()P< 
b b 
LI (IA, Da [IG 2 ()— VC 2 (H)P dE 


() 
SIA A À lp, 2 (D) GIE. (18) 


Soit donné un & > 0. La fonction + étant continue, il existe n —>0 
tel que pour |u —u’ | <n l’on ait 
lb, u)—y(t,u)|<e (Ela, b)). 

Partageons l'intervalle {a, b] en deux ensembles e, et e,, en rappor- 
tant à e, les points en lesquels la différence | x (£) — x’ (t) | <n, 
et à e, les autres. En posant || zx — x’ || = y, on obtient 

b 

= (ls raz frs (Drdt>nmese,, 
a €a 


de sorte que 
mes € is 


Majorons maintenant l'intégrale 7 « Nb, z(t))—w(é, z(t))l2dt: 


1= (+ {ipt, 26) 2H) Pa 


e1 Co 


<e° mese,; + 4M° mese,< e? (b— a) + Er 


En utilisant cette majoration, on obtient à partir de (18) 
b 
Iz—z' = | 12()—2" (1 ds< 
9 M; SE 3 
< 12.15.42 (b— a) | 87 @—0)+ ÉÉLEEE |, 


Donc z et z’ peuvent être rendus aussi proches que l’on veut si z 
est assez proche de zx’. 

L'ensemble @ étant visiblement convexe et fermé, il reste à prou- 
ver la compacité relative de l'ensemble P (Q). A cet effet, utilisons 
le théorème de M. Riesz ([X.1.3, tome 1) qui dit qu'il suffit de véri- 
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fier que 

b 

[2 (En) — 2 (012 dt ——> 0 


uniformément en z € P (Q) *). 
Soient xE Q, z = P (x). On a alors 


b 
| 12 (5-+ mn) — (612 ds = 


b b 
={h1f LÆ(s+n, )—X(s, tly(t, z(t)dt|ds< 


b b 
SMAME | | IK(s+n, 5 —K(s, 1)? ds dt. 
Montrons que la dernière intégrale tend vers zéro. 
Ceci est évident si la fonction Æ (s, t) est continue. Si K (s, t) 
est générique, on peut exhiber une suite {X, (s, t)} de fonctions con- 
tinues, telle que 


| 


D 3 © 


1Æ (s, t)—K} (s, t)|° ds dt —> 0. 


a 
[f |K(s+n, t)—K (s, be ds at | < 


<[| LKh(s+n, t)—K,(s, t)[2ds at|"*+ 
+[ |Æ (s+n,  —Kh(s+n, b2 ds at | 


+[i. LK(s, DK, (s, edsat |". 


En choisissant r assez grand pour que les deux dernières intégrales 
du second membre soient <<e (e => 0), et ensuite n assez petit pour 


*) Le théorème de M. Riesz comporte encore une condition indiquant que 
les normes sont bornées. Cette condition n'est pas mentionnée dans le texte, 
car elle est évidente. 
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que la première intégrale soit également <<e, on obtient le résultat 
souhaité dans le cas général. 

C.q.f.d. 

REMARQUE 1. Si la fonction 1 (ft, u) est définie dans la bande 
a LtLb, —o<u< © et si de plus 


LED 0, (19) 
L Rh—00 
alors pour À assez grand, la condition (16) du théorème 4 et la con- 
dition (17) du théorème 5 seront satisfaites quels que soient À, M, M, 
et b — a. Donc, (19) assure l'existence de la solution de (12) pour 
tout À. 

REMARQUE 2. Les théorèmes 4 et 5 peuvent être démontrés sous 
d’autres conditions portant sur les fonctions figurant dans les'équa- 
tions. Il est de même aisé de formuler des théorèmes dans lesquels 
l'équation (12) serait traitée dans un espace fonctionnel différent 
de C[a, b] et de L®° (a, b) (par exemple dans L! (a, b)). 


Pour l’application du principe du point fixe à la démonstration de l’existen- 
ce d’une solution des équations non linéaires voir Krasnosselski [1]. 

D'importantes applications du principe de Schauder sont données dans 
ses travaux sur les équations différentielles elliptiques. Des applications des 
théorèmes de Leray-Schauder sont accessibles dans les travaux sur les équations 
hyperboliques (cf. Schauder [3)). 


$ 5. Théorème de Kakutani 


5.1. Le théorème de Kakutani (cf. Kakutani [2]) est une généra- 
lisation du théorème de Schauder (3.1). Le théorème de Kakutani 
connaît d'innombrables applications en économie mathématique 
(cf. Nikaïdo). Plus bas on indique une application de ce théorème 
à la théorie des jeux. 

Pour énoncer le théorème de Kakutani nous aurons besoin de 
quelques faits sur les applications multivalentes. Soient X et Y 
des espaces métriques; on désigne par 2Ÿ l’ensemble de toutes les 
parties de Y. Toute application f: X— 2* sera dite application 
multivalente, c'est-à-dire l'application f associe à tout point xE€ X 
un sous-ensemble f (x) de YŸ, que nous supposerons être non vide. 

On appelle graphe de l'application multivalente f: X — 2Y le 
sous-ensemble G; de X X Y: 


G; = {(x, y): yE f (x)}. 


L'application f: X — 2Y est fermée en x € X si la convergence 
des suites zx, —+ z, y, —+ y et y, € f (x,) entraînent y € f (x). L'appli- 
cation f est fermée si elle l’est en chaque point x € X. Il est manifeste 
que j est fermée si et seulement si son graphe G; l’est dans X X Y. 

L'application multivalente f: X—2Y est semi-continue supé- 
rieurement en x € X si pour tout ensemble ouvert U tel que f (x) < U 
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il existe un voisinage V de x tel quef (V) = U,oùf(V) = U f(z). 
EV 


z 
L'application f est dite semi-continue supérieurement si elle l'est en 
chaque point x € X. 
Si f est une application univalente ordinaire et si elle est semi- 
continue supérieurement, elle est continue, tandis qu’une applica- 
tion fermée peut ne pas l'être. 


LEMME 1. Si l'ensemble Y est compact, l'application fermée f 
est semi-continue supérieurement. 


DEemonNsTRATION. Soient x € X et un ensemble ouvert U = f (x). 
Considérons l'ensemble V = {2€ X: f(z)  U}. Comme zx € V et 
f (M) EU, il nous suffit de montrer que V est ouvert ou bien que 
XXV = {EX:f(z) N(YXU) &Æ Of} est fermé. Si la suite z, — 
—+ z2CX et z, E XXV, il existe des points y, € f (z,) AN (YU). 
L'ensemble Y étant compact, il existe une suite partielle {y,,} 
telle que Yn, 7 Y E YU. L'application f étant fermée, il s'ensuit 
que yE f(z). Donc. y E f (z) A (YU), d'où z € XX. 

5.2. Un point z* € X est point fixe de l'application f: X — 2X 
si x* E f(xz*). Nous sommes à présent en mesure d'énoncer le théo- 
rème de Kakutani. 


THEOREME 1. Soient X un B-espace, K un ensemble convexe compact 
non vide dans X, et f: K — 2K une application multivalente satisfai- 
sant aux conditions: 

1) pour tout point x € K l'ensemble ÿ (x) est un sous-ensemble 
convexe non vide de K : 

2) l'application f est fermée. 

Alors l'application f possède un point fire. 

DEMONSTRATION *). L'ensemble À étant compact, le théorème 
de Hausdorff affirme l'existence pour tout e >> 0 d’un e-réseau fini 
pour K°: Zeys Tes + + «+» Tençey. POUur tout x € K posons 

Pei (x) = max (e—||z—zx{|, 0) (i=1, ...,n(e)). 

Il est évident que ®.; est une fonction continue positive sur 

K. Comme ES Va est un e-réseau, pour tout zEX on a || x — 


— Zn || <e pour au moins un i. Donc, pour cet i on a qu (x) > 
> 0. Ce raisonnement prouve la validité. de définition suivante : 
1 (x ; 
We; (x) = (i=1,...,nt(e)). 
S. Pej (x) 
= 


J 


Figeons maintenant un point quelconque y,: € f (tes) (è — 
— 4, ..., n (e)) et définissons une application continue univalente 


*) Nous suivons Nikaïdo pour démontrer le théorème 1. 
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fe: K— K par la formule 
n(e) 


fe (x) 2 We; (x) Yei- 


Les conditions ye; € K, wa (x) > 0, DU: (x) = 1 et la con- 
vexité de À entraînent que f, (x) € K. Donc, pour tout e > 0 est 
définie l'application continue univalente f,: X — K. D'après le 
théorème de Schauder (3.1), cette application possède un point 
fixe %,: fe (Le) = Le. 

L'ensemble X étant compact, il existe une suite {e,} de nombres 
strictement positifs et un point z* € X tels que: 

a) lim e, — 0; 

n— 00 


b) Te, st x* ‘ 


C) fe, (Ze,) = Zn- 

Prouvons que xz* est le point fixe de l'application f cherché. 
Posons Uy = f (x*) + Bs, où Bs = {y: || y || << 6}, ô > 0. Nous 
allons montrer que z* € Us, > 0, d’où, puisque f (x*) est fermé, 
l’on obtiendra x* € f (x*) (la fermeture de f (x*) découle de celle de f). 

Il est évident que Ü, est un ensemble ouvert convexe et f (x*) & 
€ Us. Le lemme 1 nous dit qu'on peut trouver pour z* et U, une 
boule K, = {x: ||x — r* || <e} telle que f (K.) & Us. D'après 
les conditions a) et b) il existe un nombre N tel que pour nr > N 
on ae, <e/2 etre, € Keys. Si Wet (Te) > 0, alors 


Te i— Te, | En < e/2 
et 
re a 2% I Ze ie, + te, —2* 1 <e/2+e/2=e. 


Donc, pour zn>N on a Te_i CK, pour tous les i, tels que 
We, 1 (ze) > 0. Pour ces i on obtient 


Ve 4 Ef (tent) € F (Ke) € Us. (1) 
De la condition c) on déduit 
Te, — >» Dei (ze,.) ei (2) 


Les relations (1) et (2) entraînent que pour nr > N le point Te 
est combinaison convexe seulement des points Ye,i appartenant 
à Us, d'où ze, € Us, puisque U, est convexe. En passant à la limite 
pour z—+ oo on obtient z* € Us © Uos. Mais on a déjà vu que ceci 


implique que z* € f (x*). Ceci achève la démonstration du théorème 
de Kakutani. 
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5.3. Voici l'application du théorème de Kakutani à la théorie 
des jeux. 

Nous considérons un jeu à deux joueurs (I et IT) de somme nulle, 
c'est-à-dire qu'un joueur gagne ce que l’autre perd. On appelle 
stratégie d’un joueur la description complète de toutes les actions 
qu'il a l'intention d’entreprendre dans chaque situation qui se pré- 
sentera au cours du jeu. On désignera par À l’ensemble de toutes les 
stratégies (on dit encore espace des stratégies) du joueur I et par Y 
celui du joueur Il 

On appelle fonction de gain une fonction réelle Æ (x, y) définie 
sur À X Ÿ , le nombre Æ (x, y) étant traité comme le gain du joueur I 
s'il adopte la stratégie x € X et le joueur IT la stratégie y € Y. Le 
nombre —X (x, y) est interprété comme le gain du joueur II dans 
la même situation. On appelle jeu le triplet (X, Y, Æ), où X et Y 
sont des ensembles, À (x, y) une fonction sur À X Y. 

Lorsque le joueur Ï choisit une stratégie x € À sans rien savoir 
de la stratégie du joueur IT, il doit admettre que son adversaire 
choisit sa meilleure stratégie, c'est-à-dire celle qui minimisera le 
gain du joueur I, soit inf Æ (x, y). Donc, le joueur I doit chercher 


vEY 
une stratégie xs € À telle que 
inf À (xzo, y) = maxinf Æ (x, y). (3) 
yEY xEX veY 


Le gain du joueur II étant égal à —X (x, y), de (3) l’on déduit 
que II doit chercher une stratégie y, € Ÿ telle que 


inf{—K(z, yo)}=maxinf [—K(z, y)], 
xEX vEY xeX 
ou, ce qui revient au même, 
sup X (x, y) = min sup K (x, y). (4) 
xEX yEY xexX 


La comparaison de (3) et (4) montre qu'une condition nécessaire 
et suffisante pour qu'existe des stratégies xo € À et yo € Ÿ vérifiant 
(3) et (4) est que pour tous les x € X et y € Y l’on ait 


K (x, yo) < K (%o, Yo) < Æ (to, y). (5) 
Pour que ceci ait lieu il faut et il suffit que 

min sup X (x, y) — nx LE K (x, y). (6) 

vEY xEX 


La valeur commune des deux rare de (6) est appelée valeur 
du jeu. Tout couple de stratégies xo, yo vérifiant les inégalités (5) 
est appelé solution du jeu, et les stratégies x,, y, stratégies oplima- 
les *). Pour prouver l'existence d’une solution du jeu il faut prouver 


*) Pour plus de détails voir l'ouvrage de Karlin dont nous nous inspirons 
parfois dans notre exposé. 
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le théorème de minimazx qui consiste en la vérification de l’égalité (6). 
Nous allons nous servir du théorème de Kakutani pour prouver un 
théorème très général de cette nature. Nous énonçons tout d’abord 
un lemme dont nous laissons la démonstration au lecteur. 


LEMME 2. 1) Pour toute fonction réelle K (x, y) on a 


inf sup K (x, y) SUP . K (x, y). (7) 
vEY xEX 


2) Si X et Y sont des compacts métriques et la fonction K (x, 
y) continue sur X XY, alors les fonctions qg(x) = maxK (x; y) et 
EY 


y 
w(r)=minK (zx, y) sont continues sur X. De plus existent min 
yeY vEY 
max À (x, y) et max min X (x, y). 
xEX xEX yeY 


TH£ORSME 2. Soient réalisées les conditions suivantes: 
a) À est un ensemble compact convexe dans un B-espace X; 
b) Ÿ est un ensemble compact convexe dans un B-espace Y; 
c) La fonction K (x, y) est continue sur X X Y', convexe en y pour 
tout x E X, concave en x pour tout y € Ÿ, c'est-à-dire 
K (x, Aya + (A — À) ye) LSAÂK (x: y) + (À — À) K (ze, y). 
K' (Az + (1 — À) 22, y) > ÀK (x, y) + (1 — À) K (ze, y), 


où TZ, L, Ze CE À; YU, Un: y EY; 0LA1<1. 
Alors Le jeu (X, Y, K) admet une solution et de plus 


min max À (x, y)=max min X (x, y). (8) 
VEY xEX xEX vEY 


DEMONSTRATION. D'après 2) du lemme 2, la condition (6), qui 
exprime le fait que le jeu admet une solution, est confondue avec (8). 
Donc, c'est (8) qu’on prouvera. 

Pour tout x € X posons 


= {yEY: K(xr. y) = min K (x, 2)}. 


L'ensemble Ÿ étant compact, on a B, # ©. Il est évident que 
B, est fermé. Montrons qu'il est convexe. Si y,, yes € B,,0 SA <1, 
alors 


K(x, Ays+(1—2) y) LK (x, y) + — À) K(z, ya) = 
— À min À (x, 2)+(1—À) min K(x, z}=min (zx, z). (9) 
2€Y 121 H2 


D'autre part, Ÿ étant convexe, on a Ày, + (1 — À) y. E Y, d'où 
K (x, 2y+(1—2)y)>minK (x, 2). (10) 
:€EY 


13—01292 


194 PRINCIPE DU POINT FIXE (CH. XVI 


En combinant (9) ct (10), on trouve 
K (x, AY: ax (1 — À) V2) = min À (x, z). 
zEY 


Donc, Ày + (1—A)y. E B., c'est-à-dire l’ensemble B, est 
convexe. 
De façon analogue, pour tout y € Ÿ’, l'ensemble 


A {zEX:K (x, y)=maxX (w, y)} 
we XX 


n'est pas vide, est fermé et convexe. 

Soit un ensemble convexe € = X X YŸ dans un B-espace X X Y. 
D'après le théorème de" Tikhonov (1.2.8, tome 1) l’ensemble C est 
compact dans X X Y. Il est évident que 4, X B, (EX, yEŸY) 
sont des sous-ensembles non vides, convexes, fermés dans C. Soit 
maintenant l’application multivalente f: C — 2€ qui associe à tout 
point (x, y) E C l’ensemble 4, X B,. Pour que l’on puisse user du 
théorème de Kakutani il nous reste à prouver que l'application f 
est fermée. 

Soient (Zn, Yn) —+ (x, y), (Un, Un) —+ (u, v) dans C et (u,, m,) € 
E f (Zn, Un). Montrons que (u, v)E f(x, y) = À, X B,. Comme 
Un € Aynr Un € Bamr On à 


K(u,, y,)= max (w, y) 
wEX 


et 


K (Zn, Un) = min À (TZ, 2}. 
:€EY 


Comme u, —+ u, en vertu de 2) du lemme 20ona 
K(u, y)=lim ÆX(u,, y,)= lim max Æ (w, y,)= max X (w, y). 
n 00 no WwEX wEX 
Donc, u € ÀA,. De façon analogue, v € B.. 
Par suite, l'application jf est fermée et l’on peut utiliser le théo- 


rème de Kakutani qui affirme l'existence d’un point (x,, y) EC, 
tel que (to, Yo) € f (os Yo) = A, X Ba Donc: 


K (Zos Y9) = max À (x, Yo) et K (xo, Yo) — min À (ro, y). 
xEX veY 
D'où 


min max K (x, y) K (to, Vo) EmaxminK (x, y). 
vEY xEX XEX vEeY 


En combinant cette inégalité avec (7), on obtient (8). C.q.f.d. 


CHAPITRE XVII 


DÉRIVATION DES OPÉRATEURS NON LINÉAIRES 


L'étude ultérieure des opérateurs non linéaires passe par l’éta- 
blissement de relations avec les opérateurs linéaires. plus exactement 
par une approximation locale des opérateurs non linéaires par des 
opéraleurs linéaires. 

Cette étude implique un calcul différentiel pour opérateurs non 
linéaires qui sera développé dans le cadre de ce chapitre mais appli- 
qué seulement dans le chapitre suivant. 


$ 1. Dérivéc première 


1.1. Soit donné un opérateur P d’un ouvert Q d'un B-espace X 
dans un ensemble A d’un autre B-espace Y. Fixons un élément 
2x0 € Q et supposons qu'il existe un opérateur linéaire continu U € 
€ B (X, Y) *) tel que pour tout x € X 

lim FEI) y (». (1} 
1-0 
On dit que l'opérateur linéaire U est la dérivée de l'opérateur P 
au point z,, et l’on note 


U = P° (x). 


Cette dérivée est souvent appelée dérivée de Gateaux ou dérivée 
faible, et l'élément U (x), différentielle de Gateaux. 

Désignons par K l’ensemble des x € X tels que ||zx || — 
la relation (1) est réalisée uniformément en x € K, on dit que ù opé- 
rateur P est dérivable au point x, et la dérivée P' (xo) est appelée 
dans ce cas dérivée de Fréchet ou dérivée forte **). 

La dérivabilité de l’opérateur P au point zx, signifie, en d’autres 
termes, qu’il existe un opérateur linéaire U € B (X, Y) tel que pour 


*) On rappelle nue (X, Y)’désigne l’espace de tous les opérateurs li- 
néaires continus de X S Y. 


*“*) La détinitos de La dérivée de Fréchet fivure dans le aval de Fréchet. 
(3), celle de la dérivée forte dans Gateaux [1]. 


13° 
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tout e >> 0 on peut exhiber 8 > 0 tel que {|| Az [| << 6 (Az € X) 
entraîne 


LP (xo + Az) — P (to) — U (Az) I < e || Az Il. (2) 


La démonstration simple de cette proposition est laissée au lec- 
teur. 

1.2. Indiquons quelques propriétés simples de la dérivée. 

I. Si l'opérateur P est dérivable en un point x,, il est continu 
en ce point *). 

Ceci résulte directement de (2). 

II. Si P — @P3 + &Go+P», l'existence des dérivées P: (x) et 
P, (xo) entraîne celle de 


P" (to) — œP, (xo) + æP, (Zo)- 


En outre, la dérivabilité de P, et de P, en x, entraîne celle de P. 

C'est une conséquence immédiate de la définition. 

III. Si P—UEBI(X, Y). P est dérivable en chaque point 
z) EX et 

P" (ro) = 
En effet 
P (cottz) — P (x) _y (x). 
t 


IV. Soient P un opérateur de Q & X dans un ouvert À & Ÿ, 
Q un opérateur de À dans un B-espace Z. Posons À = QP et suppo- 
sons que Q est dérivable au point y — P (xs) (xo € Q) et P au point 
ze. L'opérateur À admet alors une dérivée en x, et 


R° (xo) = Q" (P (xo)) P' (xo) = Q° (yo) P' (to) 


En effet. appelons U = P' (x;,), — Q"' (y,) et prenons un 
zEX. Posons Ay = P (xs + tx) — P 4 Alors 


R Gers R (xo) __ OP et E (zo) __ @ (Yo+ SHC (Yo) _ 


__ F(Ay)+£(Ay) TT 
= LE = y (PErtE PK) + 


+ (ay) &(Ay) || P(rottz)—P (xo) 
Il Ay | t 


où &(Ay) = Q (yo + Ay) — Q (yo) — V (Ay), IE (Ay) [= 0 (I Ay |). Pour 
t—0, le premier terme de (3) a pour limite 


[VP" (&o)] (x) = VU (2), 


(3) 


*) La seule hypothèse d'existence de la dérivée est insuffisante. 
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quant au second, il tend vers zéro, puisque le rapport vs tend 


vers zéro et le facteur scalaire est borné. Donc 
R (z0+ 117) — R (x) = VU (x) 
t ? 


lim 
1-0 
c.q.f.d. 

REMARQUE. Si P est dérivable en zx,, R l’est également. 

V. Si dans les conditions de IV, l'opérateur Q — V est continu 
et linéaire, alors 

R" (xo) = VP” (xo). 

1.3. Signalons maintenant une inégalité qui dans le cas général 
remplace la formule des accroissements finis pour les fonctions 
réelles ordinaires. 

Soient xs, x € Q; supposons que tous les points de l'intervalle 
[zo, x] appartiennent à Q et qu’en chaque point de cet intervalle 
existe la dérivée de l'opérateur P. Posons 


p () = g(P (x + t Àr)), (4) 


où Az = x — x,, gest une fonctionnelle arbitraire de Y*. 
Il est aisé de voir que la fonction réelle @ possède une dérivée 
dans l'intervalle [0, 1]. En effet, 


Œq(t+At)—@(t) _ _ [P(xoktAr+At Az) — P (rot Ar) 
At = 8 | - = At - ] (5) 


L'expression comprise sous le signe de la fonctionnelle g tend vers 
P' (zo + t Ar) (Az) pour At — 0, donc la fonctionnelle g étant con- 
tinue, le second membre de (5) a pour limite 


pt) = g(P' (ro + t Ar) (Ar)). (6) 
Ecrivons pour la fonction œ@ la formule des accroissements finis 
p (1) — q (0) = p (8) (0<B8<1). 
Compte tenu de (4) et (6), on en déduit que 


g (P (xo + Az) — P (xo)) = g (P' (xo + 0 Ax) (Az)), 
donc 


| 8 (P (xo+ Az) — P (x0)) | <N£1 up. IP" (+0 Ax)IlIIAz Il. (7) 


Prenons maintenant une fonctionnelle g 0 telle que 
8 (P (xo+ Az) — P (x0)) = 118 IL P (co Az) — Pro) Il. 
11 résulte alors de (7) 
LP (x)— Pro) lI< sup [| P'(xo+0 Au lj'Az|| (8) 
0<68<1 


(IT= TT) 
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En appliquant la majoration (8) à l'opérateur P— U (UE 
€ B(X, YŸ)) et en utilisant les propositions II et III de 1.2, on est 
conduit à l'inégalité 

I P(x) — P (to) —U(Az) | < RUE IP" (xo+8 Azx)—U || || Az |. 


En particulier, si l’on pose U = P'(x,), on obtient 
IP (xo+ Az) — P (to) — P' (0) Az || 
< ||Az|] sup [| P'(x0+0 Ar) — P'(xo) Il. (9) 
0<8<1 


La relation (8) sera dite formule des accroissements finis et l’iné- 
galité (9), formule des accroissements finis à résidu. 

: 1.4. Voici quelques applications des formules des accroissements 
inis. 

Supposons que l'opérateur P admet une dérivée en chaque point 
d'un ensemble ouvert Q, & Q. Ceci définit un opérateur P’ asso- 
ciant à un élément x € Q, l'élément P' (x) E B (X, Y). Prouvons 
que si l'opérateur P' est continu en un point x, € Q,, P sera déri- 
vable en ce point. 

En effet, l'opérateur P’ étant par hypothèse continu, pour tout 
e > 0 il existe Ô > 0 tel que || P' (x) — P' (xs) | Le dès que 
| Z — zo || << 6, c'est-à-dire si || Az || << 6, alors SUP, [| P° (xo -- 
+ 6 Az) — P'(xo) || Le. En appliquant ceci à (9) on obtient 


P(xe + Az) — P (xo) — P° (to) (Az) 11e Il Az |, 


qui exprime que P est dérivable au point x. 
La formule des accroissements finis peut s'avérer utile pour dé- 
montrer que l'opérateur P présente un point fixe. 


THÉORÈME 1. Supposons qu’un opérateur P envoie l'ensemble 
Q € X dans X et possède une dérivée en tout point d'un ensemble fermé 
convere)Q, & Q. Si 

1) P(Q)<Q; 

2) supiP'(Hll=a<1, 


- 7 « Q Q Q 
alors l'opérateur P possède un point fire unique contenu dans Q. 


DEMONSTRATION. ]1 suffit de vérifier dans cette situation que les 
conditions du théorème XVI.1.1 sont satisfaites, c’est-à-dire P est 
un opérateur de contraction. 

Soient x, ze € Q,. La formule des accroissements finis donne 


I P(ze) — P (xs) AK x — rl ARE IP" (zi + 


+0(t—-r))I<allz- x 
c.q.f.d. 
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REMARQUE. Si l'on suppose que l'opérateur P’ est continu dans 
(,. la condition 2) est une condition nécessaire pour que P soit 
opérateur de contraction. 

En effet, si 


sup [| P" (x) 121, 
xeQ, 


il existe une suite numérique &æ,—1 et une suite {xz,} d'élé- 
ments de (,, telles que 


IP" (&r) 1 >> x (n = 1, Dasa)s 


ceci étant on peut admettre que les points x, sont intérieurs à Q,. 
Par définition de la dérivée, pour tout n—1,2, ... il existe 
un élément zx, tel que pour £{ assez petits 


| P En tien)? (Zn) > Ï z!, Ï 


(LélStns n—=1,2, ...) 


En posant y, = zh + t,xn, on obtient une suite de couples d’élé- 
ments Zh, Yn, telle que 


l P(yn)— P{rn) | 
Îl Yn —Zn || 


c'est-à-dire P n'est pas opérateur de contraction. 

1.5. Voyons la signification des notions introduites plus haut 
lorsque l’un ou les deux espaces X et Y sont de dimension finie. 

Supposons tout d’abord que X est un espace réel à une dimension, 
dont les éléments sont identifiés à des nombres. 

Soit UE B(X,Y). Il est immédiat de voir que dans ce cas U 
s'écrit 


> Œn. (10) 


U(t)=ty (EX), (11) 
où y, est un élément de ŸY. De plus, puisque[|U (#) I—]|t|[IHl, 
NU 1= 11 go | - (12) 


Au contraire, la formule (11) nous donne un opérateur 
UEB(X, Y) quel que soit y € Y. Ilest clair que la correspondance 
entre les éléments des espaces Ÿ et B(X, Ÿ) est biunivoque, li- 
néaire et, en vertu de (12), conserve la norme. Donc, on peut admet- 
tre que B(X, Y) = Y. 

Considérons maintenant un opérateur F de Q &X dans Y. 
L'opérateur F est donc une fonction de l’argument numérique à va- 
leurs dans Ÿ. 

L'existence de la dérivée F”’ (t,) = yo € YŸ signifie que pour tout 
tEX 


lim 
tT-U 


F —F 
(to + L (to) = LYo- (13) 
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En posant Af=Tt, on peut mettre (13) sous la forme 
At0 


Donc, dans le cas considéré, la définition de 7’ (t,) est celle d’une 
dérivée ordinaire d'une fonction réelle d’un argument réel. A noter 
que l'opérateur F’, comme F', envoie un ensemble de nombres dans Y, 
puisque F” (to) € Y. 

Comme pour les fonctions réelles, on démontre sans peine que 
l'existence de la dérivée F” (t,) exprime la différentiabilité de l’opé- 
rateur F en to. 

Si @ — [a, b], il semble naturel de considérer l’ensemble F (Q) 
comme une courbe dans l’espace Y. L'élément F’ (t,) donne alors la 
direction de la tangente à cette courbe en y, = F (to). 

1.6. Supposons maintenant que X et Y sont des espaces de dimen- 
sion finie. Soient m la dimension de X, » celle de Y. Commeindiqué 
dans V.2.8, tome 1, tout opérateur U € B (X, Y) est défini par une 
matrice rectangulaire 


dis yo Tim 
Œss duo . = Tom (14) 
Zn: Œno dim 


au moyen des formules 
y=UÙ (x) (y = (ni. 2; .…: N)EY, x = (Es, Eo, ...) Em) € X). 


Mi = à Ainên (à — 1, 2; e); n). (15) 
Soit un opérateur P de Q € X dans YŸ. La donnée de l’opérateur P 
équivaut à la donnée de nr fonctions numériques 1, Pos + + .; Pn 


de m variables, de sorte que si 
y = P (x) (Y = Nos - - Nn) € Ÿ, z = (E, Eos 7 Em) € Q, 
alors 
Ni = Pa (Ers Eos os Em) G = 1, 2, , n). (16) 
Qi qu'existe la dérivée P° (x) = U L. — Es, Su 
..., E9)) et que U est défini par la matrice (14). En détaillant 
lim 2 GED) ED LU (3) 
t0 
et en tenant compte de (15) et (16) on obtient x relations 
. e(0) ECOLE) — ps (ECO), ..., ECO) m 
lin Pi (81 HE E° ue )— qi (& En ) =S ne 
t.0 Fe: 
G=1:2; sen) (17) 
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Ces égalités étant satisfaites pour tous les x € X, en prenant dans 
chacune d'elles successivement des z dont toutes les coordonnées 
sont nulles à l'exception d’une qui est égale à l’unité, on trouve 
que les fonctions m1, Pr, - . ., Ph possèdent des dérivées partielles 


par rapport à Es, Ee, . . ., Em; Soit 
ôqu (EU), ..., #00) 
= (i=1,2,...,n; k=1,2,...,m). 


Donc, la dérivée P' (x,) est un opérateur linéaire, défini par la 
matrice des dérivées partielles des fonctions @y, Pos + + -» Pn: 

A noter toutefois que l'existence des dérivées partielles des fonc- 
tiOnS @1, Pos, + + -: Pn n'assure pas l'existence de la dérivée P’.(x,) 
comme le prouve l’exemple suivant: soient n — 1, m — 2, 

E 
Pi En E)= rer, Pi (0, 0)=0; = (0, 0). 


Ed = ME 


Il est clair que = 0. Donc, si la dérivée P' (xo) 


6: 
existait, elle serait l'opérateur nul et la relation (17) aurait entraîné 
RUE) — 0 
———* = (0. 


lim 
t—0 
Or, cette limite est en réalité égale à l’infini, si seulement Ë, 0 
et E 0 
On laisse au lecteur le soin de prouver qu’une condition néces- 
saire et suffisante pour que l’opérateur P soit différentiable est que les 
fonctions 1, Ps, - .- -, Ph admettent des différentielles. Signalons 
que dans le cas général la différentiabilité de l'opérateur P ne résulte 
pas de l’existence de la dérivée comme c'est le cas en analyse élé- 
mentaire. 
1.7. Considérons une fonction F à variable réelle prenant ses 
valeurs dans un B-espace X. Si F est définie sur l’intervalle [a, bl], 
on peut envisager son intégrale comme étant la limite des sommes 


intégrales 
n—-i 


> F (Tu) ({n+s — tx) 


(a= to <t, < . <t, =D; Th E ll: th+1] ; | ES À PS Re n — 1) 
pour À — max [ty41 — tx] — 0. Si cette limite existe, on l'appelle 
k 
b 
intégrale de la fonction F et on la note | F (t) dt. Comme pour les 


aq 
fonctions à valeurs réelles, on démontre qu'une fonction continue est 
uniformément continue, donc intégrable, c'est-à-dire son intégrale 
existe. Les propriétés classiques de l'intégrale de Riemann s’étendent 
avec leurs démonstrations à l'intégrale abstraite définie plus haut. 
Signalons trois d’entre elles. 
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I. Si UEB(X, Y), alors 
b b 
RAGOE TA F (t) dt). 


II. Si Ft) =vœt(t)x (tE a, b]), où x, E X est un élément fixe 
et œ(t) une fonction réelle intégrable, alors 


b b 
| F (t) dt=xo| q (é) dt. 


III. | F (4) dt | < IL F (6) Id. 


Revenons maintenant aux opérateurs non linéaires. 

Soit un opérateur ÆR défini sur l'intervalle [ry, zo + Ad] 
(Zos Zo + Az € X) à valeurs dans l’espace 2 (X, Y). On convient que 
xo+Ax 1 

R(x)dr = | R (x9+ tAx) Ar di = 
Xo 0 
n—i 
= Jim 2 R (x, + TRAT) AT (ln4s — tr). 
k== 


Il est évident que si À est continu, l'intégrale existe et est élément 
de YŸ. Les intégrales de ce type ont été introduites par M. Gavourine 
[41. 

En particulier, si À = P'. où P est un opérateur de 9 € X 
dans Ÿ, possédant une dérivée LP’ continue sur l'intervalle {xo, zo + 
+ Az] € Q, alors l'intégrale de P° (x) existe et. nous allons montrer 
qu'est vraie la relation 

Xo+Ax 
P'(x)dx = P(x,+Ax)— P (x), (18) 


Xo 


qui généralise le théorème fondamental du calcul différentiel: la 
formule de Newton-Leibniz. 


En effet, 
Xo+Ax n—i 
Î P'(dr=lim D P'(ro+ TaAT) Ar (tas — tx) = 
Xe ca h=—0 
n—1 _ 
=lim à P'(x) Ar 
A0 m0 


(Zn=TottaAz; At = (lys —ty) Az; k=0, ...,n—1). 
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Par ailleurs 
n— 1 
P(r,+Ax)— P (x) _ LP (rot tus1AT) — P (xo+txÂx)] = 
n—1 
ni 2 LP (Zn+) — P (xx)l. 


La formule des accroissements finis donne 


n—1 _ 
2 LP (nes) — P (ax) —P' (0) Am] & 


ni 

S I1Az! À (us —tx) sup || P' (xx +0 Azx) — P' (xx) ||, 

k=0 0<6<1 

d’où, compte tenu de la continuité de 2’, donc de sa continuité uni- 

forme sur l’intervalle [x,, xo + Azxl, l’on déduit le résultat annoncé. 
REMARQUE. De la propriété III de l’intégrale il résulte que si 


: IR (oo + TT A2 I<qp(to+TtAt) (tTEÏO, 1) (49) 
alors PENSE SE (20) 
| R (x) dx | < T y (€) dt. (24) 
%o É 
us 
| | HU | = | | R (x9+7TAx) (Ar) dt | < 
Xe À 


1 { 
SIA | À ILR (ro+ TA) [dr & At | p(to-+ At) dr = 
0 


0 


= œf{t) dt 
Lo 
De (21) il suit en particulier que, si l'inégalité 
IR GI< ç 0 (22) 
est réalisée pour tous les x et t tels que 
x — ro lKt— to, (23) 
alors 


|| R (x) dr | < Î çq(t)dt, (24) 
Yo te 
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où z, est un élément quelconque vérifiant la condition ||z, — x || 
Lty—to 
En effet, en posant 
Az =mn—zn Mt=t—t, z=r0+TArz t=t, + TAt 
on trouve que || Ar | < At et 
Iz—zll=tiAzi<TAt=t—t (TEÏ0, 1]), 
c’est-à-dire est réalisée (23) et, par suite de (22), 
IR (&o + T Az) I p (to + t At) (TE ÏO, 1]). 
En se servant de (21), on trouve (24). 


$ 2. Dérivée seconde et opérateurs bilinéaires 


2.1. Supposons que dans un ensemble ouvert Q d’un B-espace X 
existe la dérivée P’ d'un opérateur P de © dans un B-espace YŸ. 
On a indiqué plus haut que P’ peut être traitée comme un opérateur 
de (2 dans l’espace B (X, Y). On peut donc envisager la dérivée (si 
elle existe) de P° en un point x, de Q, que l’on appelle dérivée seconde 
de P et l’on note P” (x,). Si l'opérateur P’ est dérivable, on dit que P 
est deux fois dérivable. 

Si la dérivée seconde existe en chaque point de l’ensemble Q, 
elle définit l'opérateur P” dont la dérivée est appelée dérivée troisième 
de P. D'une façon générale, la dérivée P"(x,) d'ordre n en x, est, 
par définition, la dérivée de l'opérateur P("-), Il est clair que 

ñn 


Pi (x) EB(X, B(X, ..., B(X:Y), ...)). 


2.2. L'interprétation directe des éléments de l’espace B (X, 
B (X, Ÿ)) est assez confuse. Introduisons une nouvelle notion pour 
les définir de façon suggestive. 

Soient donnés deux Z-espaces X et Y et supposons qu’à tout couple 
ordonné d'éléments x, z' € X est associé l'élément 


y=B(x, x')E€ Y. 
L'opérateur binaire B est bilinéaire si sont réunies les deux condi- 


tions suivantes. 
I. Quels que soient x,, re, +’, x, € X et les nombres &. f,on a 


Bar; +fre, r')—aB(x,, z')+BB (x, x'), 
B(zx, ax, +fzr,)=aBi(x, r,)+BB(x, x.) 
IT. Il existe un réel A7 > 0 tel que pour tous x, z' € X 
LB, z')N< MIzI NZ N. (2) 


(x, z'EX). (1) 
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Comme pour les opérateurs linéaires, la plus petite valeur de Af 
dans l'inégalité (2) est appelée norme de l'opérateur B et notée 
comme toujours || B ||. Il est clair que 

IB= sup  [B(z, x')1l. (3) 
Il, x 

Il est immédiat de vérifier que l'ensemble des opérateurs bili- 
néaires de norme (3), linéarisé de façon naturelle, est un B-espace 
que l'on notera B (X*, Y). 

Sans nous attarder sur les détails, indiquons que l'on introduit 
de façon analogue les espaces 7 (X", Y) des opérateurs n-linéaires *). 

Considérons quelques exemples d'opérateurs bilinéaires. 

Dans le cas élémentaire où X = Ÿ — R'. la forme générale des 
opérateurs bilinéaires est 

B (x, x') = axx’ 
(œ est un réel). 

Supposons maintenant que X et Ÿ sont des espaces de dimension 
finie. X de dimension m, Y de dimension n7. Appelons zx; (i = 
= 1. 2,..., m) l'élément de X dont toutes les coordonnées sont 
nulles hormis la coordonnée i-ième qui est égale à l'unité. Il en va 
de même pour y; E Ÿ (j = 1. 2, ..., n). Soit un opérateur B € 
€ B (X°, Y). En posant 


B (xi, zj) = (afÿ), aff), HAT. a{) (ë, j = 1, 2, -... M), 
en vertu de (1) on obtient pour des éléments arbitraires z et x’ 


de X (T—(E. Ex -.., Em), 2'= (fi, Es... Em)) 


m m m 
y—B(z, z')=B(S bai À Ezy)= À EEB(xi, x). 
i=1 J=1 iJ-1 
Si donc y = (M, M, +... Mn), alors 


m 
me D ARE (k=1. 2...) (4) 
i,J= 
c'est-à-dire les coordonnées de l’élément y sont des formes bilinéaires 
des coordonnées des éléments r et x. 
Il est clair qu'un opérateur Z défini par les formules (4) sera 
bilinéaire quelle que soit la matrice à trois entrées 


QU Gt Demi ke Dm (5 


Donc, tout opérateur bilinéaire définit et est lui-même défini 


par une matrice à trois entrées (5). 


*) Un exposé détaillé de la théorie des opérateurs n-linéaires est accessible 
dans Gavourine [2], Hille et Phillips. 
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S'agissant de la norme de l’opérateur B, elle dépend de toute 
évidence des normes des espaces X et Y. Si X = 15, Y = 12, il s’en- 
suit de (4) grâce à l’inégalité de Cauchy-Bouniakovski 


In] = | à QUE] < 
cl RER D 1È ape <Allzllliz’1l, 


où A désigne la plus grande valeur, propre de la matrice 4,4%, 
produit de la matrice 


(4) atx) (h) 
a\i dis din 
ath) a!#) ah) 
Pa RU 2m | (k—1, 2,...,n) 
a) at) at") 
m mn 


par sa transposée À} (cf. V.2.8, tome 1). Donc 


1/2 _ 1/2 
<I> Aÿ” REA 


IyI=LS Im] 
h=1 
D'où 
BI < DE Ne (6) 


Comme 
2 V\ (k)12 IS 
Ai < de [af | (k= 1, 2, 00e; n), 
J3— 


de (6) on déduit une majoration moins bonne mais plus simple 


cb m mm ue 
NBI OZ À À tar] 
h=mi imi J—= 


Si.X = ]1®, Y — ]®. des raisonnements évidents nous conduisent 
à une majoration analogue pour || 2 ||: 


mm M 


NBI max 2 2 Jah] . 
. 1= L— + 


Les opérateurs bilinéaires présentent un plus grand intérêt dans 
les espaces de dimension infinie et particuliérement dans les espaces 
de fonctions. 
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L'opérateur B: 
14 1 
y=B(x, z') y(s= | | K(s.t,u)æ(t)z'(u)dtdu (7) 
0 0 


sera bilinéaire dans tel ou tel espace de fonctions (définies sur [0, 1}) 
selon les conditions imposées à son noyau Æ. Si l’on suppose que la 
fonction X est continue, B sera bilinéaire quels que soient les espa- 
ces X et Ÿ pris parmi les cspaces C, LP (1 < p < oo). 

Cependant, les opérateurs de la forme 


y=B (x, z') (8) 
1 

y (S) — | ÆK(s,t)z(t)zx"(t) dt (9) 
0 


sont les plus intéressants dans les applications. Supposons tout 
d’abord que X = Y = L? (0, 1) (p>2). Si M << oo, où 


MIE 


far t)| dt (p = 2). 


Os, pe 


IK(s, DFE dt} "ds (p>2), 
L] 


alors B € B (X*°, Y). 

En effet, le produit figurant sous le signe somme dans (9) est 
sommable pour presque tous les s € [0, 1]. Pour s’en assurer dans 
le cas où p > 2. il suffit d'appliquer à l'intégrale (9) l'inégalité 
généralisée de Hôlder (I1.3.4, tome 1) avec les puissances EP D. 
Cette inégalité nous dit que 


[y (s) || K (s, t)x (1) z° (1) dl < 
0 


<(| LE(S. H1P-7 dt |p-2 


0 


1 
D Iæ(t) |? dt |x’ (1)lP dt 


EE 


et par suite 
1 
À lu (SP ds < MPIz IP Ia’ 117 < oo. (10) 
0 


Donc y € LP (0, 1). On a démontré par là même que l'inégalité (2) 
est réalisée pour l'opérateur B. L'opérateur B est bilinéaire. car 


208 DERIVATION DES OPBRATEURS NON LINÉAIRES [CH XVI 


additif (relation (1)). De (10) on déduit que 
IBI< M. 


Nous avons traité le cas p > 2. Le cas p = 2 ne présente pas de 
difficultés. 

Supposons maintenant que X = Y = C[0, 1]. Pour que l’opé- 
rateur (8) soit bilinéaire, il faut que la fonction XÆ (s, t) soit con- 
tinue en s et que 

1 
M = max | |Æ (5, t)| dt Lowe 
0 


En effet, la sommabilité de la fonction à intégrer dans (9) ne 
fait aucun doute. La continuité de y découle de la possibilité de 
passer à la limite sous le signe somme dans (9). Les égalités (1) 
sont évidentes. On vérifie sans peine que l'inégalité (2) est réalisée, 
puisque 


1 
Lg (sax [x (+) max [2 (#1 | 1K(s, Didt (O<s<1), 
t t 
0 


et par suite 
| Hull Ms lltz" Il 
D'où 


| 
IBISM=sup | IK(s, #1 dt. 
0 
En fait on a le signe d'égalité 
| 
IBI=sup | 1K(, #1 dt 
5 0 


(on établit ceci exactement comme l'égalité respective pour les 
opérateurs linéaires, V.2.4, tome 1). 

2.3. L'espace B(X°, Y) est intimement lié à l'espace 
B (X, B (X. Y})) que nous avons rencontré en étudiant la dérivée 
seconde. Plus exactement, nous allons montrer que ces deux espaces 
sont linéairement isométriques. 

Soit WEB(X, B(X. Y))}. Prenons un élément quelconque 
z' EX et posons VU, = W (x’). De toute évidence, VU. € B (X, Y)}, 
si bien que y = B (x. x’) = U,. (x) est élément de Y. L'opérateur 
binaire B ainsi défini vérifie la condition I de 2.2 manifestement, 
et la condition IT, puisque 


y NO TN << EW IT IN ZI (11) 
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Ainsi, B € B (X°, Y) et de plus (11) entraîne 
BIS ITW I. (12) 
Donc, à tout opérateur WE B(X, B (X, Y)) on peut associer 
par ce procédé un opérateur bilinéaire B € B (X°, Y). Montrons que 
chaque opérateur bilinéaire B € B (X*°, Y\est l’image par cette cor- 
respondance d'un opérateur W € B (X, B (X, YŸ)). 


Il suffit de remarquer à cet effet que si B est donné, alors pour 
x’ € X fixe l'opérateur *) 


W(r)=B(,r)EeB(X, Y). 
De plus 


UW(z)1= sup IW(z')(@)ll= sup [B(z, 2°) <1BI [z°|1, 
Hx1I<1 HxlI<1 
d'où il suit que WE B(X, B(X, Y)) et que 


ILES IE AE 
En combinant cette inégalité avec (12), on obtient l'égalité 
IWI= 121. (13) 


La correspondance entre les éléments des espaces B (X, B (X, Y)) 
et B (X°, YŸ) étant additive et homogène, il s'ensuit de (13) qu'elle 
est biunivoque, donc est une isométrie linéaire. 

L'isométrie linéaire des espaces B (X, BP (X, Y)) et B (X°, Y) 
nous permet d'identifier les éléments associés de ces espaces, ce 
que du reste nous ferons dans la suite. 

Signalons sans le démontrer (la démonstration facile est laissée 
au soin du lecteur) que dans le cas général l’espace B (X, B (X, ... 

.. B(X, Y)...))et l’espace B (X", Y) des opérateurs n-linéaires 
sont linéairement isométriques (cf. Gavourine [2]). 

2.4. Comme indiqué dans 2.1, la dérivée seconde de l’opérateur P 
de X dans Ÿ est un élément de l'espace B (X, B (X, Y)), donc, 
d’après les résultats précédents, P” (x,) peut être traitée comme un 
opérateur bilinéaire. Ceci étant, il vient en vertu de 2.3 

lim 2 GR EC — P"(z) (+, z'). (14) 


Donc, pour tout x€X 


P"(z0) (a, 2')= lim EtHIe PE, (15) 


A noter que les égalités (14) et (15) ne sont pas équivalentes. 
De façon plus précise, il peut exister un opérateur bilinéaire B € 


*) B(-, x’) désigne un opérateur U tel que U (x) = B (x, x’). On se servira 
de notations analogues dans la suite. 


14—01292 
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€ B (X°, Y) tel que pour tous zx, z' € X 


lim EEE PF ENE = B (2, 2°), (16) 
t— 


alors que 2” (zx,) n'existe pas. Il est immédiat de voir qu’une condi- 
tion nécessaire et suffisante d'existence de P” (x,) est que pour tout 
x’ EX la limite dans (16) soit uniforme en x EX, ||x || = 1. Le 
fait signalé permet d'élargir un peu la notion de dérivée seconde. 
Plus exactement, on dira qu’un opérateur bilinéaire B est dérivée 
seconde faible d’un opérateur P en un point x, si (16) a lieu pour tous 
zx, x’ E X. On peut de toute évidence conserver l’ancienne notation 
pour la dérivée faible, car si la dérivée seconde ordinaire existe, 
elle est confondue avec la faible. 

REMARQUE. Il est aisé de voir que si P est deux fois dérivable en 
Zo, C'est que (16) a lieu uniformément en x, x' EX, [|x || = 1, 
zx" 1 = 1. 

Etablissons la forme de la dérivée seconde dans le cas où X et Y 
sont des espaces de dimension finie. 

Supposons que P” (x,) existe et en tant qu'opérateur bilinéaire 
est définie par la matrice 


(a) oi=d;2 2: m;k=tl, 2; sn); 


En identifiant les coordonnées respectives des deux membres de (15), 
on obtient dans les notations de 1.6 


- > A+) nr 5 2e ES) 8e 
D aPht = lim AE 
1,3=1 


(k=— 1, 2, …., n)*). 


Si pour x et x’ on prend des éléments dont toutes les coordonnées 
sont nulles à l’exception respectivement de la i-ième et la j-ième 
qui sont égales à l’unité, on obtient que les fonctions +, possèdent 
des dérivées secondes et 


03@r (EQ0), g(9), es ECO) : 
(Us SR en ._k= nn). 
an = Es 0 (G, j—=1,2,...,m; k=1,2,...,n) 

2.5. On achève ce paragraphe par l'établissement d’une formule 
qui généralise celle de Taylor pour les fonctions réelles. 


On suppose toujours que l'opérateur P est un opérateur de QG & X 
dans Ÿ et qu’il admet une dérivée seconde continue sur l’intervalle 


*) On s'est servi de la notation œ (E;) — @ (Er, Esr - - -» Em)- 
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(ro, 1 Q. On a alors 


P (x)—P(xo)— P'(x0) (&—20) = | P“(x)(z—x,-)dz. (17) 


RH! 


Pour prouver ceci, on considère l’opérateur Q: 
Q(x)=P(z)+P'(z)(z—2)=P(z)+@Q(x) (zEQ) 
et on vérifie que pour tout ZT E(Zo x] 
Q'(Z)(z)=P"(2)(z—z,z) (zEX). (18) 


Ceci étant, la formule (17) découlera de toute évidence de la for- 
mule de Newton-Leibniz (cf. (18), 1.7). 
I] suffit de considérer l'opérateur Q,. On a 
Qo (Z+tz)—Qo(z) _P'(z+tz)(G—2—tz)—P'(2) G—2) _ 
t t 

_ P'G+tx) (2) —P' (2) 2) _ prix 
a — P (zx + tx) T. 

Pour { —+ 0 le premier terme tend vers P” (x) (x — x, x), le second, 


vers P' (x) (x), puisque P’ est manifestement continue. Donc, 
Qu) (2) = P"() (xx, z)—P'(2)z, 
d’où l’on déduit (18). 


REMARQUE. Îl est clair que la formule (17) subsiste si par P” (x) 
on comprend la dérivée seconde faible. 


$ 3. Exemples 


Dans les paragraphes précédents, nous avons eu affaire à des 
exemples de calcul des dérivées d’opérateurs non linéaires dans le 
cas le plus simple d’une dimension finie. Dans ce paragraphe, nous 
considérons des exemples plus compliqués et plus consistants, dont 
nous nous servirons dans le paragraphe suivant et essentiellement 
dans le chapitre suivant. 

3.1. Soit l'opérateur intégral P: 


1 
y=P(z), y(s)— | K(s,t, x(t)) dt. (1) 
0 


TH£OR2ME 1. Supposons que la fonction K (s, t, u) est continue 
et bicontinüment dérivable par rapport à s, t et u pour0<s,t<1, 
— 00 <Z u <L oo, el que pour ces valeurs de s,t,u 

[Kin(s,t,u)|ISMIulP +. (2) 
14e 
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Si p>2, alors (1) est un opérateur différentiable de LP (0, 1) 
dans L1 (0, 1) (1 < q << co) admettant une dérivée seconde en chaque 
point zo € LP (0, 1). Ceci étant, P° (xs) = U, P"(x,) = B, où U 
et B sont définis par les formules 


1 
z=U (2), z (s) = | Ki(s,t,ro(t))z(t)dt, 
0 


{ 
v—B(z, z'), v(s)— | Kin(s, t, xo(t))z(t)z' (t)dt. 
0 


DEMONSTRATION. Assurons-nous tout d’abord que (1) est un opé- 
rateur de L? (0, 1) dans L® (0, 1) (donc dans L? (0, 1) (q << co)). 
On observera à cet effet que la fonction composée K (s, t, zx (t)) 
est mesurable, puisque Æ (s, {, u) est continue. 

La formule de Taylor nous donne 


K(s,t,z(t)=K(s,t, 0)+K,(s, t, O)zx(t) + 
+ Ki (st, Ox(#))z2(9)  (0<0<1). 


Evaluons l'intégrale de chaque terme du second membre 
4 
[| K (s, t, 0) dt| max | K (s, t, 0)| = 44, 
s,t 
: 


1 1 
ll Ku(s, £, 0) (4) dt|<max | Ki (st, 0) | 12() 1442 lp. 
0 " 0 

Servons-nous de (2) pour majorer le troisième terme: 


+] ras, t, Ox(t)) x (4) at|< 


1 
SF IMG TANT z (124 4511 x pe 
0 


1] s'ensuit que y = P (x) a un sens et en outre 
| y (S)1 << A1 + 4 || z||Lp+ 43l1z I (s E[0, 1]), 


de sorte que y € L® (0, 1). 

Prouvons maintenant que P est dérivable et que P” (x) = U. 
Supposons que z = U (x) et que 
— P Got) —P (x) 


Z% T 
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On a 
| 2 (s) —2(s) | = 


1 
[ete Eee) Ki (se, 000) z(]de]. 


(3) 


Comme, d’après la formule de Taylor, 


K(s,t, so(t)+tz(t)=K(s, t, zolt))+ 
+rku(s, t, 2 (0)2 (+ Ku(s, t, &o(t)+07z (6) z° (+) 
(0<8<1), 


on peut mettre (3) sous la forme 


1 
| 2, (s)— 2 (s) | = | Kia(s, t, ro(t)+Otz(t))dt|. 
0 


En reprenant les raisonnements ci-dessus, on obtient la majoration 
[ze (5) —2(D 1<A;ITI O<s<1), 
où la constante À, dépend non pas de x, mais de sa norme ||x ||. 


Donc, z; — z pour t—+> 0 uniformément en zx, |[x || = 1 
Passons à la dérivée seconde. Posons 


v=B(x, z'); VU, = P' (zo+ 7x") EE (zo) (x) | 
Comme indiqué dans 2.4, il suffit de prouver que pour t —+ Ô 
Vy — V 


uniformément en x € LP (0, 1), [x || = 1. 
En appliquant la formule des accroissements finis et ensuite 
l'inégalité de Hôlder, on obtient 


1, | ; 
Lu (s)—v(s)1=|| [At G Re HE Au E so) — 


—Kn(s, t, olt))z' () | z (E) dr | = 


-|| [Aa (s, t, zo(t)+T0z' (t))— Ku(s, {, to(t))]z(t)z'(t)dt|I< 
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| 1 
<lizl{T LA, 2, 20 (8) +672" (1) — 
0 
p—1 


P_ 
— Kin(s, t, zo(t))]z’ (t) Pat} = (4) 


Si z, (t) et x’ (t) sont finies, l’intégrant de la dernière intégrale tend 
vers zéro avec t. Par ailleurs, en vertu de (2) 


D 
TK (s, l, To (£) + 61tz’ (t)) — u: (s, t, T; (t))] z' (t) jP=S 


< 
sh 
L{IM | 20(t)+87z" (1) + M | 20 (8) IP +2N]| 2 (D I} 
(p-2)p _P_ 
<Aslzo(t)| 7" 1z'(t) 177" + Aelz’(#) [7 +). 


D- _P_ 
Les produits |zo(t)| ?"*|z'(t) |"! et |z’(t)|? étant somma- 
ne le passage à la limite est licite sous le signe somme dans (4). 
vient 


lim vr(s)=v(s) (0<s<1); 
T— 


la limite étant manifestement uniforme en x, ||xz || = 1. 
Les raisonnements précédents entraînent aussi 


1 
lue G)1S 1 Aie (8, #, 50 (0) +672" (8) 5 (6) 2° (6) | dt An, 
0 


1 
de sorte que dans l'intégrale || ve —vlla={ | [LU (s)—v(s) |? ds}"* 
0 


le passage à la limite est possible sous le signe somme, c'est-à- 
dire [[v, —v||—0 uniformément en zx, ||z||—1. 


REMARQUE. Si l'on remplace la condition (2) par 
|Kiu(s,t, uISMIul +N (<p—2) (5) 


et si p > 2, on prouve que l'opérateur P, traité comme un opérateur 
de L? dans L®, est deux fois dérivable en tout point x, € L?, tel 
que z, soit une fonction bornée. 

3.2. L'opérateur (1) peut être considéré comme un opérateur de 
C [0, 1] dans C [0, 11. 


° Il faut se servir de l'inégalité | a + b|T <2*([al%<+ 181%) pour 
a > 0. 


$ 3] EXEMPLES | 215 
CE) PE 

Soit zo E CI0, 1] un élément fixe. Désignons par Q la boule de 
C [0, 11 de centre x, et de rayon r, et par G l'ensemble des points 
(s, t, u) de l’espace à trois dimensions, défini par les inégalités 
0OZs, 1<1,|u—rm{t)I<r. 


TH£oreME 2. Supposons que la fonction K (s, t, u) est définie et 
continue dans G avec ses dérivées K, (s, t, u) et Ka(s, t, u). Alors 
l'opérateur P défini par (1) envoie l'ensemble Q dans C 10, 1], est 
deux fois dérivable en chaque point intérieur x EQ, et P'(zx) = Uet 
P° (x) = B sont définies par les formules 


z=U(x), z2(s)= | Ki(s,t, z(t))z(t) dt, 


u—B(x, x’), v(s) = us, t, z(t))z(t)z (t) dt. 


DEMONSTRATION. Prenons un zx arbitraire de @. La continuité de la 
fonction y = P (x), définie par (1), résulte directement de faits 


élémentaires de la théorie des intégrales dépendant d’un paramètre. 
donc, y EC [0, 1]. 


Supposons maintenant que z EQ et x EC I[0, 1]. Considérons 
l'élément 


P(z+7z)— P (x) 


Zx = = 


— U (x). 
On a 


.. FE 8 EU Be (OK (8 ECO) 
0 
— Ki(s,t, z(t))z () | dt. 


L'intégrant tend vers zéro avec t et est uniformément borné en zx 
(||z || = 1) et en s E [0, 1] (on établit ce fait à l'aide de la formule 
des accroissements finis). Donc, z— 0 uniformément en zE£€ 


€ C0, 1}, |1z Il = 1. Ceci prouve la dérivabilité de P en x et de 
plus 


P'(z)=U. 
Par des raisonnements analogues on démontre que P” (x) = B 
et de plus que P est deux fois dérivable. 


3.3. Considérons un opérateur non linéaire lié à un système 
d'équations différentielles ordinaires de premier ordre: 


eff, yx(s) (G, k=1, 2, ...,n), 
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que nous écrirons pour la commodité sous la forme du système d’équa- 
tions intégrales 


= + À dt (G, k=1, 2,...,n) 


0 
ou sous la forme vectorielle condensée 


y(s) = y0 + | f(£, y(t)) dt, 
0 


où y (s), y(®, f(t, u), u sont des vecteurs dont les composantes sont 
respectivement 


(Ys (s), Yo (s), ss Un (s)); (y00), yo), ...) yC0)), 


(fs (é, Up); f2(t, Up), Set in (£, Up)), (u, Uos ..., Un). 


Considérons l’espace C% (&œ >> 0) dont les éléments sont des fonctions 
vectorielles absolument continues sur [0, cf, telles que 


PIE Se; sup[ y G}e#1< 00 (20) *). 
La norme est définie dans C£ par 


Iyll=suply(4)e#1|+suply (t)eat| (y EC). 


Considérons par ailleurs l'espace DZ des fonctions vectorielles 
absolument continues telles que 


sup|z()1< oo, sup | 2’ (t)e% | < 00 (z ED). 


Dans D la norme est définie par 
Nz11= sup | z (é) Ro |z’(t)et| (2€ Dr). 


Il est immédiat de vérifier que les espaces CZ et D% sont des 
B-espaces. 
Considérons l'opérateur P: 


2 (= y(s)— | f(, y (D) dt. (D) 
0 


*) Comme plus haut (cf. chap. XVI), nous désignons la longueur du vecteur 
u par | u | et la norme de la matrice À considérée comme un opérateur de là 
dans 1? par | À |. 
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THEOREME 3. Soit f (1, u) une fonction vectorielle définie sur un 

ensemble G d'un espace de dimension n + 1; 
(t, u) EG signifieque t>0, |ul|< rett, 

Ceci étant, 

1)f{(t4, 0) = 0; 

2) dans ê existe fu (t, u) *) bornée, continue en u uniformément 
en t > 0. 

Si il on désigne par Q la boule de l'espace C£ de centre O et de rayon r, 


alors l'opérateur (6) envoie S dans D£, est dérivable en chaque point 
de Q, et de plus P' (yo) = U, où U est défini par 


1 


2=U(Y, 26)=u(9— | fat, vo (t)) y (0) dt. (8) 
0 


DEMOXSTRATION. Montrons tout d’abord que la fonction définie. 
par (7) appartient à D% (à condition que y € Q). En effet, comme 
f(t, 0) =0, on a 


2(9)=y(s)— | 1f(, y(O)— 1 (6, Op de. 
0 


L'intégrant se majore avec la formule des accroissements finis de la 
manière suivante: 


[fG, y(t))—f(E, O1 sup futé, 8y(E) I y I<MNyle# 
0<6<1i 


(M=—suplfu(t, u)|, (4, u) EG). 
Cette majoration nous permet d'écrire 


( M 
sup | 2(s) 1 sup 17 (9 1+Mliylisup [e-etd<lyil+ SI vil oo. 
8 a s 0 

Par ailleurs 

2 (s) = y" (s) —f(s, y (s)), 
et par des raisonnements analogues on s'assure que 

sup | z” (s) e% | << co. 
8 

Donc, z a un sens et appartient à l’espace DS. 


Vérifions maintenant que l'opérateur U, défini par la formule: 
(8), est un opérateur linéaire continu de C% dans DS. 


*) On rappelle que la dérivée f: (t, u) de la fonction vectorielle f (t, +). 
est la matrice n-carrée des dérivées ( 5 


ôfi 
7 ) (cf. 1.6). 
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En répétant les raisonnements précédents, on trouve pour z = 
= U (y) 


sup|z(s)1+sup| z'(s)es [= 


= sup|y(s)— | fa (e, vo (6) y (e dt] + 
d 0 
+-sup 1 19 (9—fa(s, vo (S) y (511685 1 < 


<liyl+ y + M + y L II 


de sorte que z = Ù (y) ED% et |zU< LIIy Il. 
Comme dans les théorèmes précédents, considérons l’élément 


= Get)? Ge y (y), Us (S) = | J',(t) dt 
0 
(7.6) = Cv OO) FE VO); (£, Vo (#)) y (E)) 


En appliquant la formule des accroissements finis à l'intégrant, on 
obtient 


| Je (| = up, | fu (£, Vo (£) + 07y (#)) — fu (, Yo (E)) 1 y (#) 1. 


D'où, compte tenu de la continuité uniforme de f, /t, u), il suit que 


quel que soit e >> 0, pour + assez petit, on a uniformément en y, 
y = 1, 


[Je () | Lee, 
par conséquent 


sup | ve() 1. 
Pour les mêmes + on aura de façon analogue 

sup |ux(s)eS|<e, 
de sorte que | 

lose (+1). 


Donc, v: +0 pour 7—+0 uniformément en yEC£, [|y|| = 1, 
C.q.f.d. 
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$ 4. Théorème des fonctions implicites 


4.1. Soient X et Y deux B-espaces. Formons l'ensemble X x Y 
de tous les couples (x, y) (x € X, y € Y). L'ensemble X x Y qui est 
linéarisé de façon naturelle, devient un B-espace si on le munit de 


la norme 
IG, y= zx + y I. 


Ce B-espace est appelé produit direct des espaces X et Y (cf. IV.1.8. 
tome 1). 

Si l’on identifie les couples de la forme (x, Ov) (7€ X, 0y est 
le zéro de l’espace Ÿ) avec les éléments de l’espace X, on peut admet- 
tre que X, et de façon analogue YŸ, sont des sous-espaces du produit 
direct X x YŸ. Ceci étant, chaque élément u = (x, y)EX x Y 
se représente de façon unique par 


u = (x, y) = (x, Ov) + (0x, y) = x + y. 


Chaque opérateur linéaire U € B (X x Y, Z) induit un couple 
(Ux, Uy) d'opérateurs linéaires Ux € B (X, Z), Uy € B (Y, Z): 


Ux (x) = U ((x, Ov), Ux (y) = U ((Ox, y)). 
Inversement, étant donné le couple (Ux, Uy), l'opérateur U 


UÙ ((z, y)) = Ux (x) + Ur (y) 


est un opérateur linéaire continu de X x Y dans Z. 
Soit P un opérateur non linéaire de QG  X x Y dans un B-es- 
pace Z. Fixons y, € Y et considérons l'opérateur 


pe) = P (: Vo) 


de l’ensemble Q° des z EX tels que (x, yo) ES (la «coupures de 
l'ensemble Q) dans Z. On définit de façon analogue l'opérateur 
P%) (2, EX) de RC Y dans Z. 

Si zx, € X est un point intérieur de l’ensemble Qve), on peut 
envisager la dérivée P(:)' (x,). Cette dérivée est appelée dérivée 
partielle par rapport à x de l'opérateur P en point (x,, y,) et notée 
P; (zo, Yo). On définit de façon analogue P, (x,, yo), dérivée par- 
tielle par rapport à y. De toute évidence 


P: (Zo: Yo) EB (X, Z), Py (Zos Yo) EB(Y, AE 


Si l'opérateur P admet au point (xs, ÿo) € (2 la dérivée P” (xs, Yo) = 
= U, alors P,(xo, yo) = Ux et P,, (to, Yo) = Uy; cette circons- 
tance justifie les notations des dérivées partielles. 

L'opérateur P peut être traité comme une « fonction abstraite 
de deux variables», ce que nous traduirons en écrivant P (x, y) 
au lieu de P ((x, y)). De telles « fonctions» sont justiciables des 
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résultats fondamentaux de la théorie élémentaire des fonctions de 
plusieurs variables. Signalons l'un d'eux. 

Supposons que les dérivées P, et P, existent dans un voisinage 
du point (xs, Yo) E ©. On a alors 


I P(xzo+ Az, Yo<+ Ay)— P (zo Yo) — Px (Zo+ Yo) (AT) — 
— P;,(%o, yo) (AY) 1 un Il Px(zo+8Ax, yo + 8:Ay) — 


— Pr(to Yo) AzIl+ sup [| P,(2z0+0Azx, yo +01Ay) — 
0<06,68,<1 


— Py(%o Yo) IT AYIL (1) 
En effet, 
A = || P (x + Az, yo + Ay) — P (toy Yo) — Px (Zo Yo) (AZ) — 
— Py (to, Yo) (AY) I | P (zo + Az, Yo + Ay) — 
— P (26, Yo + AY) — Pz (zos Yo) (AZ) || + 
+ IP (to Yo + AY) — P (&os Yo) — Py (Zos Yo) (Ay) |. 


En appliquant à chaque terme la formule des accroissements finis 
(cf. (8), $ 1), on obtient 


2 I Pr (zo+ 0Azx, yo+ Ay) — Pr (to, ÿo) | I Az || + 
+ sup ||P,(z0 yo +0:4y) — 
0<6a<1 
— P;,(%o Yo) I AYIIS sup [| P:(z +847, y + 0,Ay) — 
0<6, 6:<1 
— Pi(zo Yo) 1 Azil+ sup [|[P,(x0+60A>x, Yo + 0147) — 
0<6, 8:<1 


— Py(&os Yo) || Il Ay ||, 
c.q.f.d. 
4.2. Le principal résultat de ce paragraphe concerne l'existence 
de la solution de l'équation 


P (x, y) = 0, 


c'est-à-dire l'existence d'une fonction implicite, définie par cette 
équation. Comme en analyse élémentaire on a le 


TH£OREME 1. Soit donné un opérateur P de Q, voisinage d'un point 
(Zos Yo) EX X YŸ, dans un espace Z, défini sur Q et continu en (xs, Yo). 
Si 

1) P (zo, Yo) = 0; 
2) dans Q existe P,, continue en (xo; Yo), 
3) l'opérateur P, (xzo, Yo) € B (Y, Z) admet un inverse continu 


D = [Py(zo, Yo)" € B (Z, Y), 
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alors il existe un opérateur F défini sur un voisinage G € X du point 
Zo, de G dans Y, et possédant les propriétés suivantes : 

a) P(x, F() =0 GEG), 

b) F (xo) = Yo: 

c) F est continu en zxo. 

L'opérateur F est défini de façon unique par a), b), c) en ce sens 
que si existe un opérateur f'; doué des mêmes propriétés, on peut exhiber 
un n > 0, tel que pour ||z — x || <N 


F; (x) = F (x). 

DEMONSTRATION. Sans nuire à la généralité on peut admettre que 
Zo = Ox, Yo — 0x. Prenons x € X assez petit pour que 0, € (0%, où 
comme plus haut Q® représente l’ensemble des éléments y € Y, 
tels que (x, y) € Q. et considérons sur Q(® l'opérateur 

Q©(y)=y—TP(z, y). 

Prouvons que pour tout nombre g > 0 arbitrairement petit, on 
peut exhiber un ô > 0 tel que pour || x || << 6 l’opérateur Q®? envoie 
la boule || y | Le dans elle-même. A cet effet, calculons et éva- 
luons la dérivée de l'opérateur Q?. D'après les propositions III et 
V de 1.2, on a 

QG) (W)=y— TP, (2, y) (w)= —TIP,(z, y) —P5 (0. 0)] (y) 
et par suite 
QT GUSUTINPL(x, y)— P, (0, 0). 
L'opérateur P; étant par hypothèse continu en (0, 0), le second 


facteur peut être rendu arbitrairement petit, de sorte qu'en choisis- 
sant & et Ô assez petits, on peut rendre 


QT Gisa<ti (Izl<8, Iyl<e). (2) 
Majorons Q(° (0). La condition 1) nous dit que 
QG (0) 11 = TP (x, O)IKHTIT IP (x, 0) — 2 (0, 0)]f, 


donc, puisque l'opérateur P est continu en (0, 0), on peut en faisant 
décroître 6 rendre le second membre de l'inégalité aussi petit que 
l’on veut. Nous admettrons si cela est nécessaire que Ô est tel que 


1Q® (O)11Se(—a) (IIzII<6). (3) 


Désormais, il est aisé de démontrer la proposition énoncée plus 
haut à l’aide de la formule des accroissements finis. En effet, si 
[x || << 6, [y || << e, alors en vertu de (2) et (3) 


12 y) SI OP (0) 1+ 1 QT (y) — OP (0) 11 
<e(i—c)+ sup IQ GW) IIylSe(t—a)+aee. 
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Ainsi, l'opérateur Q() envoie la boule fermée || y | S e dans 
elle-même, et de plus la dérivée Q()" vérifie la relation (2). On se 
trouve dans les conditions du théorème 1.1 et par suite la boule indi- 
quée renferme l'unique point fixe y* — F (x) de cet opérateur: 


y* = y* — TP (x, y*), 
c'est-à-dire 


P (x, y*) = 0. 


L'opérateur F est l'opérateur cherché. En effet, a) a déjà été 
vérifiée. b) découle de la condition 1), qui peut encore s’écrire 
Qo (0) = 0, et de l’unicité du point fixe de l'opérateur @,. Enfin 
c) résulte de ce que e peut être choisi aussi petit que l’on veut, car 
il n'est pas minoré. 

Prouvons l’unicité de F. La boule || y | < e contient l'unique 
point fixe de l’opérateur Q® (|| x || -< 6), d'autre part, l'opérateur 
Fi étant continu, pour n assez petit on aura 


IRDI= RG —-/ONU<e (Uzll< n), 
de sorte que pour ces x on aura F, (x) = F (x). 


TaeoreME 2. Si dans le théorème 1 on admet que l'opérateur P est 
continu en tout point de Q, alors l'opérateur F est continu dans un voisi- 
nage du point x. 


DEMONSTRATION. Dans le cas considéré, l'opérateur Q%) est justi- 
ciable du théorème XVI.1.3. En effet, l'opérateur Q® (|| x || << 6} 
envoie la boule || y ||  e dans elle-même, quant à l'inégalité (2), 
celle exprime que Q est un opérateur de contraction (uniformé- 
ment en xzE£€X, ||x || << ô). La continuité de Q en le paramètre 
(ici c'est x) résulte de celle de l'opérateur P. 

En appliquant le théorème indiqué, on obtient que y* = F (x} 
dépend continûment de x pour || x || << 6. 

REMARQUE. Les théorèmes 1 et 2 revêtent un caractère local. Par 
ailleurs, ils ne fournissent pas de méthode efficace de majoration de & 
en fonction de 6. Cette lacune sera comblée dans le chapitre suivant 
où l’utilisation de la dérivée seconde permet d'obtenir des résultats 
plus précis. 

Nous pouvons déjà annoncer un résultat à l’aide du théorème 3 
suivant. 


4.3. THLOREME 3. Supposons que les hypothèses du théorème 1 sont 
réunies et que, de plus, il existe dans S une dérivée partielle P. continue 
au point (To: Yo). Alors l'opérateur F est dérivable au point x, et de plus 

F" (xo) = U, 


LS) 


où | 
U = —TP: (xo, Yo) = —[Py (to Yo) Pr (Zos Yo): (4) 
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DEMONSTRATION. On admettra comme dans la démonstration du 
théorème 1 que x, = 0, y, = 0 

D'après 1.1 il faut prouver que pour & > 0 on peut exhiber 
ô > 0 tel que pour tout EX, ||x || << 6, on ait 


NF —FO—UVGiI<elzl, 
lFH—UGI<elzl, (} 


c'est-à-dire 


puisque F (0) = 0. 
Mettons l'expression comprise sous le signe de la norme au’pre- 
mier membre de (5) sous la forme 


F(z)—U(z)=y+TP:(0, 0)z=T1[P,(0, 0)z+P,(0, 0) y]. 
où F (x) = yet U a été remplacé par son expression (4). Or, 
P (x, y) = P (0, 0) = 0, 
donc, en vertu de (1) 


IF (z)—U (2) 1 < 
<|IIT IP (x, y) — P (0, 0) — 22 (0, 0)z—P,(0, 0O)yI< 
<|ITII[ sup {|IP:(6x, Gy)— P, (0, O0) [|A x | + 
0<6, 6,<1 
+ 2 IP (6x, 6,y) — P, (0, 0) Iy<nilzi+1y IT, 


0<8, 


de plus les dérivés partielles P: et P,, étant continues, la quantité n 
peut être rendue aussi petite que l’on veut par le choix de 6 assez 
petit. Donc, 


lF@—UG@I<nMzl+ IE @ D < 
<nlz+ NU @U+NE (@) — UV () 1 
I] s'ensuit que 
U 
OPA Er ET 
pourvu que n soit assez petit. Donc, si n est choisi tel que 


1+IU0 
n Le Lée, 


alors (5) sera réalisée pour tous les x assez petits, c.q.f.d. 

4.4. Nous allons achever ce paragraphe par un exemple d’applica- 
tion du théorème 1. 

Considérons le système d’équations différentielles 


yi (S) = fi (ss ya (s)) G,k—1,2,...,n), (6) 
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æt mettons-le comme dans XVII.3.3 sous la forme 


y(s5)=u(0)+ | f(, y) dt. (7) 
0 


‘Supposons que f (t, 0) = 0 (t > 0). Le système (6) (ou l’équation (7)) 
admet la solution triviale. Cette solution vérifie les conditions 
initiales y (0) = 0. 

Il se pose la question, d'une grande importance pratique, de 
savoir sous quelles conditions l'équation (7) admet une solution 
définie sur [0, cof, vérifiant des conditions initiales assez petites, 
et surtout, de savoir quand la tendance des conditions initiales vers 
zéro entraîne celle de la solution vers zéro sur la section tout entière 
10, cf. Voici des définitions rigoureuses. 

Supposons que pour tout e > 0 on puisse trouver un 6 > 0 tel 
que l'équation 


s 


y(s)=z+ | f(E, y (0) dt (8) 


0 


admette une solution unique bornée y* dès que la norme du vecteur 
.æ est <<, et de plus 


sup |y*(s)|<e. 
s>0 


On dit alors que la solution triviale de l’équation (7) est stable. 
Si, en outre, y* (s) —+ 0, alors la solution triviale est dite asymptotique- 


8—+ 00 


ment stable. 

Avant d'aborder les conditions suffisantes de stabilité, voyons 
une notion auxiliaire. 

Soit 7 une matrice carrée d'ordre nr. Formons la série 


1 in re 
Et T+s T4... ++, 


où E est la matrice unité. Cette série converge quelle que soit la 
matrice T, puisque | 7" | & | T |* (k — 0,1,...). Soit eT sa somme. 
Si x, est un vecteur fixe, la fonction vectorielle 
u(s)—eTz, (s>0) 
vérifie l'équation différentielle 
u" (s) — Tu (s), (9) 
ce dont on peut s’assurer exactement comme pour des fonctions réelles 


ordinaires. Cette circonstance est utilisée dans la démonstration du 
lemme suivant. 


$ 4] THEOREME DES #“ONCTIONS IMPLICITES 225 


LEmMmE 1. Soient lu, lo, ... les valeurs propres de la matrice T. 
Les éléments de la matrice esT sont de la forme D, pa(s)e‘"*, où 
k 


pr Sont des polynômes de degré Sn. 
Donc, si u—maxReu,, la norme de la matrice e*T admet la 
h 


majoration suivante : 
LeT|<Æneth+ns, (10) 
où n>0 est arbitraire. 


DEMONSTRATION. La première proposition résulte immédiatement 
de la théorie des systèmes d'équations différentielles linéaires à 
coefficients constants, si l’on tient compte du fait qu’en vertu de 
la remarque ci-dessus les colonnes de la matrice e‘T forment un 
système linéairement indépendant complet de solutions de l'équa- 
tion (9) qui en fait est un système d'équations différentielles li- 
néaires à coefficients constants *). 

D'où (10), puisque la norme de la matrice est majorée par la 
racine carrée de la somme des carrés de ses éléments. 

Revenons maintenant à l'équation (7). Supposons comme dans 3.3 
qu'une fonction vectorielle f (t, u) est définie dans un domaine & 
d'un espace de dimension n +1 (=>, |[u|<re-%t, œ > 0), 
continue en uw pour u — 0 avec sa dérivée f, (t, u). Supposons que la 
matrice À = f, (t, 0) ne dépend pas de t et désignons ses valeurs 
propres par À, Ào, « . . 


TH£LOREME 4. Si 
Re <O0O (k—=1,2,...), 


alors la solution triviale de l'équation (7) est asymptotiquement stable. 
De façon plus précise, on a 


[y*(s)I<Lxe"* (5220), 


où la constante L. dépend uniquement de x et tend vers O avec x, et a > 0 
tel que Re À, << —a (k = 1, 2, ...). 


DEMONSTRATION. Elle s'appuie sur le théorème 1. Posons dans 


? « Fr 2 Ppe ° 
ce théorème X—15, Y—C$, Z—D*, définissons l'opérateur P 
comme suit : 


2=P(z, y), 2(9)=y(s)—2— | f (8, y (0) de, 
0 


et prenons pour l'ensemble des points (x, y) € X X Y, où x est 
un élément quelconque de X et [y [| << r. 


*) Voir Stépanov [1], page 214. 
15—01292 


C2 
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Le théorème 3.3 nous dit que les deux premières conditions du 
théorème 1 sont remplies. La vérification de la condition 3) est plus 
compliquée. Tout d’abord, le théorème 3.3 affirme que la dérivée 
Py (0, 0) =U existe et est de la forme 


{ 
2=U(y), 2(5)=vy(s)— | Ay(s) dt, 

0 
donc, il faut prouver que l’opérateur U admet un inverse con- 
tinu. Les espaces C; et D? étant complets, il suffit de montrer 
que l'opérateur U réalise une bijection entre C» et D (cf. XII. 1.3), 
c'est-à-dire pour tout z EDS existe un élément unique y ECS, stel 
que Z2—Ü (y). Autrement dit, il faut prouver que l'équation 


2(5)=y(9— ( 47 à (11) 
0 


admet une solution unique dans C£. 
I] résulte de la théorie des équations différentielles que l’équation 
(11) admet toujours une solution unique de la forme 


8 
y (s) = | e&s-t)Az' (t) dt HesAz (0}e 
Ô 
Donc, si l’on prend o tel que 
a <ZO<Z— max Rey, 
k 


en vertu de la majoration (10) on aura 


OISE [(e-v-0012 (9) dt+e-#12(0)1]< 


0 


<K ['es-e etat 121] dt + eo [if || | = 
0 


= K||7|| ee [+ 1]= 


PS 4—e(a-0)s … 
= Ke + ets-oe]< Ki | ZIte-%, 

de sorte que 
sup|y(s)e SK: 1171] < 00. (12) 


Comme 
y'(s)=2" (x) — Ay (s), 
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alors 


sup | y'(s)e% [sup | 2’ (s) e%s | + 
+|A|sup|y(s)es|S(1+ÆA,| Al)IIZII<oo. (13) 


La conjonction de (12) et (13) donne y € CZ, et les conditions du 
théorème 1 sont entièrement vérifiées. 

Ce qui vient d’être prouvé nous permet donc d'affirmer que l’équa- 
tion P (x, y) = 0, c'est-à-dire l’équation (8) admet une solution 
unique y* = F (x) E CZ si seulement le vecteur initial z est assez. 
petit. On a par ailleurs 


[y (S) ISF (z)Îler, 


et de plus || F (x) || —> 0 pour x —+ 0, puisque F est continu. 
C.q.f.d. 


CHAPITRE XVIII 


MÉTHODE DE NEWTON 


Dans ce chapitre on développe en détail la théorie d'une mé- 
thode de résolution des équations fonctionnelles, connue dans le 
cas d’équations réelles sous le nom de méthode de Newton ou mé- 
thode des tangentes. Cette méthode et l'une de ses modifications 
sont parmi les rares méthodes utilisées en pratique pour la résolution 
des équations fonctionnelles non linéaires. 

Cette méthode est d’une grande importance théorique, car elle 
permet de conclure à l'existence, l’unicité et la disposition de Ja 
solution sans chercher cette dernière, ce qui souvent est aussi profi- 
table que la connaissance de cette solution. 

Les résultats de ce chapitre sont dus essentiellement à L. Kanto- 
rovitch (cf. Kantorovitch [9]). L'’exposé suit l’article de Kantoro- 
vitch [12]. 


$ 1. Equations de la forme P (x) = 0 


1.1. Soit donné un opérateur P d’un ouvert @ d’un B-espace X 
dans un />-espace Y. Supposons que l’ensemble Q contient un zéro 
de l'opérateur P, c’est-à-dire un élément xr* tel que 


P (z*) = 0. 


Soit x, un élément quelconque de Q. Si l’on suppose que l'opé- 
rateur P admet une dérivée continue dans Q, on peut remplacer 
l'élément P(xy) = P(x9) — P(x*) par l'expression voisine 
P' (xzo) (to — x*) et considérer, par suite, que la solution de l’équa- 
tion 

P" (to) (to — 2) = P (to) 


sera proche de z*. L’équation écrite est linéaire et sa solution qui 
est facile à trouver est 


ï = Zo — [P' (x0)]Ÿ (P (xo)) 


(on admet bien sûr l'existence de l'opérateur [P° (x,)]"®. 
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En poursuivant cette procédure, on obtient à partir de x,, appro- 
ximation initiale, la suite {x,} 


Tn+1 = In — (P'()IT(P (n)) (n = 0,1, ...). (1) 
Chaque zx, est une solution approchée de l'équation 
P (x) = 0, (2) 


et cette solution est d'autant plus exacte que nr est grand. 

La méthode de formation de la suite {r,} s'appelle méthode de 
Newton *). 

Il est clair que la méthode de Newton ne passe pas toujours. 
D'abord, r, peut quitter l’ensemble Q pour un certain n, et, ensuite, 
même si cela ne se produisait pas, [P' (x,)]"! pourrait ne pas exister. 

Si la suite {x,} converge vers la racine z*, et x, est pris assez 
proche de xr*, alors les opérateurs P’ (x,) et P’ (x,) différeront peu, 
car P' est continu. Ceci nous permet de remplacer les formules (4) 
par les formules 


Znrki=Ztn—[P'(x)l  (P(zn)) (n—0, 1,...; z—x), (3) 


qui en général fournissent de moins bonnes approximations mais 
sont bien plus simples. 

Le procédé de formation de la suite {x,} sera appelé méthode modi- 
liée de Newton **). 

Plus bas. on étudie en détail les conditions de réalisation de la 
méthode de Newton (la méthode principale et la méthode modifiée) 
et sa convergence, c'est-à-dire la convergence des suites {x,} ct {r:} 
vers Ja solution de l'équation (2). 

A noter que la méthode de Newton pour l'équation (2) est con- 
fondue avec la méthode ordinaire des approximations successives 
appliquée à l'équation 

z=z—T(x)(P(x) (= IP" (GT, (4) 


qui équivaut visiblement à l'équation donnée. 
De façon analogue, la méthode de Newton modifiée n’est autre 
que la méthode des approximations successives appliquée à l'équation 


= 2 — T (x) (P (5). (5) 


Grâce à cette constatation nous commencerons par étudier la 
méthode ordinaire des approximations successives. 


*) Si l'opérateur P est une fonction réelle d'un argument réel, la formule 
(1) peut encore s'écrire 
P (rn) 


AHSA TPE) (n=0, 1; SE 


ce qui nous conduit à la méthode de Newton proprement dite. 
Ne Ces deux méthodes sont souvent appelées méthodes de Newton-Kanto- 
rovitch. 
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1.2. Soit l'équation 
| z = S (x), (6) 


où S est un opérateur défini dans la boule [x — x, || << À d'un 
B-espace X (x, E X). Outre l'équation (6), considérons l'équation 


réelle 
t =  (t), (7) 


où la fonction œ est définie sur l'intervalle [to, t’] (= to +r< 
<t, + R). On dira que l’équation (7) (ou la fonction œ) majore 
l'équation (6) (ou l'opérateur S) si 

1) IS (to) — Zo 1 KP (to) — to; 

2) IS" US p © pour [x — zo 1 Lt — to- 

THÉOREME 4. Supposons que l'opérateur S possède une dérivée conti- 
nue dans la boule fermée S, (|1xz — x, || Sr) et que la fonction 
est dérivable sur l'intervalle {t,, t']. Si l’ équation (7) majore l'équation 


(6) et qu'elle possède une racine dans l'intervalle [to, t’], alors l'équation 
(6) admet aussi une solution x*, limite de la suite {x,} 


Tnt = S (tn) (n = 0, 1, ...) (9) 


des approximations successives d'origine zxo- 
Ceci étant, 


(8) 


XX — zo WE — to, (10) 
où t* représente la plus petite racine de l'équation (7) sur (to, til. 


DEMONSTRATION. Montrons tout d'abord que les approximations 
successives pour l'équation (7) : 


ba = 00) (= 0, 4, (11) 
forment une suite convergente. Remarquons à cet effet que la con- 
dition 2) entraîne l'inégalité 

q" (t) Z 0 (£ È [to t']), 
si bien que la fonction œ est croissante sur l'intervalle [t,, t’]. Il 
s'ensuit que {, a un sens pour tout x et de plus que 

Lt (n—=0,1, ...), (12) 


où t désigne la racine de l'équation (7), dont l'existence est admise 
dans le théorème. 

En effet, pour n — 0 l'inégalité (12) est évidente et si elle a été 
prouvée pour r — k, alors l'inégalité t{, < { et la monotonie de q 
entraînent que @ (tx) < œ (t). c'est-à-dire {441 < t et par récurrence 
l'inégalité est vraie pour tous les n. 

En utilisant la monotonie de q@ on démontre aussi par récurrence 
celle de la suite {t,}. 
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En effet, de t, < th+1 il résulte que {41 = @ (fn) < @ (fn+1) = 
— t,+, quant à l'inégalité {, < à, elle dérive de la condition 1). 

On a donc établi l'existence de la limite £* — lim f, qui, en 

ñn — © 

vertu de (11) et de la continuité de ®, est racine de (7) en vertu de 
(12) la plus petite racine dans l'intervalle [t,, #1. 

Montrons à présent que tous les éléments de (9) ont un sens et 
forment une suite convergente. 

Si l’on met (8) sous la forme 


[21 — Zo 1 ti — to, 
on constate que x, € Q@,. Supposons qu'on ait déjà démontré que 
Lis Las + + + Tn € SD) et que 
Tags — Zn | tre — fée (= 0,1,..., nm —1). (13) 

Les résultats de XVII.1.7 nous disent que 

xn 

Tnt —Tn=S (En) —S (Zn) = | S' (x) dx. 
xn-1 


Si par x et t on désigne les points correspondants des intervalles 
[tu Znl et [th1, th], c'est-à-dire 


z = 2 + Tan — nn), tætnn + Tr —tns) (0L<T<1), 
alors en vertu de (13) 
[TZ — Zo I < T IE — Tn=1 Il + Î Zn-1 — Tn-e Il + +. 
+ Il T1 — To IS T (n — ln) + (En — tn-s) +... 
het) =rzt,; 
Donc, d'après la condition 2) 
IS" (2) << p° (6). 
D'où, compte tenu de la remarque de XVII.1.7, 


Xn in 
Isru—anl=| | S'(ar< À oO a=ptr) pt) = 
xn-1 tn-1 


= lnt+y — ne 
Donc, (13) a été prouvé pour k = n. On a aussi prouvé que 
Tn+1 € Go, puisque 
tnt — Zo << ni — Zn + Man — Zn +... 
+ IE? — To IS ni — tn) + (fn — tn) + .….. 
se + (ai — to) = tnt — to Lt —-tb=r 
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Donc, on a établi par récurrence que pour tous les 4 = 0, 1, 
on a zx E , et la majoration (13). 
D'autre part, puisque en vertu de (13) 


Îtn+p — Zn 1 < M Zntp — Entpa +. + Nu — mn 
< (En +p Dé tn +p 1) Téset (En +2 ou tn) > n+p — ns (14) 


alors la suite {x,} est de Cauchy et par conséquent admet une limite 
que l’on notera x* — lim zx,. En passant à la limite dans (9) et en 


n — > 
tenant compte de la continuité de S, on obtient 
x = S (x*), 


c'est-à-dire x* est solution de l'équation (6). 

La majoration (10) découle de (14) si l’on y fait nr = 0 et que 
l'on passe à la limite pour p —+ 00. 

REMARQUE 1. L’inégalité 


Ir — 2 ILE — ti (n = 0, 1,...) (15) 


qui résulte de (14) par passage à la limite pour p — donne la 
majoration de la vitesse de convergence de la suite {x,} vers z*. 

REMARQUE 2. Pour démontrer le théorème on ne s’est pas entière- 
ment servi de la condition 2). Il fallait que l’inégalité || S' (x) || 
< ’ (t) soit vérifiée seulement en les points correspondants des 
intervalles Es rlet le cl 2 

E: équation (6) peut admettre dans la boule Q, des racines autres 
que z*, même si la solution t* de l’équation majorante (7) est unique 
dans |’ intervalle [éo, t’]. Cependant on a:le 


THÉOREME 2. Supposons que sont réalisées les conditions du théorème 
précédent et que de plus 


p(t)<t 


Si l'équation (1) possède dans l'intervalle [t,, t'] une solution unique, 
alors la boule Q, contient l'unique racine x* de l'équation (6) vers 
laquelle converge ” processus des approximations successives d’origine 


Zo € o- 
DEMONSTRATION. Appliquons à l’équation (7) la méthode des appro- 


ximations successives en prenant pour approximation initiale £&, = t’. 
On démontre exactement comme dans le théorème 1 que la suite 


Lui = 9 (fn) (nr =0, 1, ..) 


est monotone décroissante et minorée (n > t*), donc admet une 
limite égale à t et de plus t en tant que racine de l'équation (7) doit 
être confondue avec {* ({ = t*). 
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Prouvons maintenant que le processus des approximations suc- 
cessives pour l'équation (6) converge, quelle que soit son origine 
Zo E So, vers la solution de l’équation (6). 

Les approximations successives sont de la forme 


Tnxi=S(zn) (n—0, 1,...). 
On a 


CS 


Titi S (To) —S (xo) — {s (x) dz, 


Xo 


d'où, grâce à la remarque de XVII.1.7, 
Lo 
Nasa À 9° 6 dt= ph) — 0 (0) = 4 — 4 
lo 
Il est clair que 


Zi — To Ts — Zi + ri — 20 KE — 6) + (Ci to) = ts — tr, 


donc z,EQ. 
Supposons qu’on ait déjà prouvé que 


Zn EQo Tanzania (k=1, 2, ...,n). (16) 


J1 vient 


cn. 3 


Yn 
Tati Tnt = S (Zn) —S (Zn) = | S” (x) dx. 
Xn 
Mais si x et t. les points correspondants des intervalles [x,, ZA] 
et [fh, nl, sont 


Z=tn+T(En— tn), ein +t(in—in) (OST), 
alors 


Mz— 2 STI Zn — nl ln — Zn ll+ mir 
LT (En—tn)+tn—tns) + +(hi—to) = tt 


et pour les x et t{ indiqués on aura || S” (x) | < p° (t)et 
ti 
Î ER — Tn+1 << | p' (£) dt = P (tn) — ® (tn) is a+: = ln+1. 


tn 
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Or 
[Ta+s — 2o KT] Tnt — Znts 1 + M Tn+s — Lo 
L(En+1 — ln+s) + (n+1 — to) = tant Er, 


donc Zn EG. 

On établit par récurrence que (16) est valable pour tous les 
k=1, 2, :.: 

Les suites {4,} et {{,} admettant une limite commune (égale à £*), 
la convergence de la suite {x,}, qui résulte de (16), entraîne celle 


de la suite {x,} et l'égalité 
limz,=limr,=1*. (17) 
ni — 00 n 2 
On a donc prouvé que le processus des approximations successives 
converge vers x* quelle que soit l'approximation initiale x, € Q,. 
Il s’ ‘’ensuit que l'équation (6) admet une solution unique. _En effet, 


si x € Q, est racine de cette équation. alors en prenant 7, = 7 on 
obtient manifestement 


Tn=T, Vn=1, 2, ... 


et en vertu de (17) x = r*, c.q.f.d. 
1.3. Etudions la méthode de Newton pour l'équation (2). 
Considérons avec (2) l'équation réelle 


FU =0. (18) 


On admettra que l'opérateur P est défini dans la boule Q (|| z — x, | 
<< R) de l’espace X et admet une dérivée seconde continue dans la 
boule fermée Q, (||x — x, ||  r). On admettra que la fonction Ÿ 
est deux fois continûment dérivable sur l'intervalle [t,, t’] ({’ — 
= lo + r). 

Grâce au théorème 1 on obtient aisément le résultat suivant sur 
la convergence de la méthode modifiée de Newton. 


TH£OREME 3. Soient réalisées les conditions: 

1) il existe un opérateur linéaire continu T, = [P' (x,)l”*; 
1 

D -es2= 

Sn St 


3) {1 lo (P (xo)) I Co (to) ; 

4) TP" (D IS" (D. Si Iz—zlSt- Er; 

o) l'équation (18) possède une racine t dans l'intervalle Ît,, t']. 
Alors le processus modifié de Newton pour les équations (2) et (18), 


d'origine respectivement x, et t,, converge vers les solutions z* et t* 
de ces équations, et, de plus 


ZX — 20 I LE — to. (19) 
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DEMOXSTRATION. On a signalé plus haut que la méthode modifiée 
de Newton pour l'équation (2) est équivalente à la méthode des 
approximations successives pour l'équation (5), c'est-à-dire pour 
l'équation 


z = S (rx) (S(r) = rx — FT, (P (x)). (20) 


De façon analogue, la méthode modifiée de Newton pour l'équation 
(18) peut être remplacée par le processus des approximations succes- 
sives pour l'équation 


tp) (pt) = 1 + co (1). (21) 
Prouvons que les conditions du théorème 1 sont réalisées pour les 
équations (20) et (21). 
On a 
S (to) — Zo — —To (P (0) 
et de façon analogue 
® (£o) — lo —= Co (Lo)- 
Donc, d'après la condition 3) 
IS (ro) — Zo 1 << P Ko) — to: 
Une dérivation (cf. XVII.1.2) nous donne 
S'(z)=1—T,P'(x), S"(z) = —To P”(x), 


donc 
S'(z)= S'(x)—S" (xo) = | S"(z)dr = — | T, P"(x)dz, 


d'où. en vertu de la remarque de XVII. 1.7 et de la condition 4) 
{ 


LS" (x) I | of” (t) dt = cop’ (é) — co’ (to) = 1 + coŸ” (éo) = p' (t), 


lo 


pourvu que ||z—zof|<t—to. 

Donc, l'équation (21) majore l'équation (20). On peut donc leur 
appliquer le théorème 1 et obtenir le résultat voulu. 

REMARQUE. Comme dans le théorème 1, la vitesse de convergence 
de la suite {r,} (cf. (3)) vers z* est majorée par 


Az —z<ét—i (n=0, 1, ... ; x —=ro t6=to (22) 
où {, sont les approximations successives de la méthode modifiée 
de Newton pour l'équation (18). 

L'application du théorème 2 aux équations (20) et (21) permet 
d'établir immédiatement l'unicité de la solution de l'équation (2). 
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THLOREME 4. Soient réalisées les conditions du théorème 3 et, de plus 
p (4) < 0. (23) 


Si l'équation (18) admet une racine unique dans l'intervalle [t,, t'], 
alors l'équation (2) admet une racine unique dans la boule Q,. 


Pour en faire la preuve il suffit de remarquer que (23) entraîne 


p (#7) = 2 + cod (4) K t”, 
c'est-à-dire est réalisée la condition subsidiaire du théorème 2. 
REMARQUE. t* étant la plus petite racine de l'équation (18), on 
peut se servir du théorème d'unicité si l’on pose t’ = t*. On peut 
donc affirmer que l'équation (2) possède une solution unique en tous 
les cas dans la boule 


x — 20 I KEY — to. 


1.4. On établit la convergence du processus principal de Newton 
grâce au théorème 3 de convergence du processus modifié. 


THÉOREME 5. Soient remplies les conditions du théorème 3. Le pro- 
cessus principal de Newton pour l'équation (2), commencé en xo, est 
réalisable et conduit à une suite {r,} qui converge Vers la racine x* de 
l'équation (2). 


DÉMONSTRATION. Le premier pas élant le même dans le processus 
principal et le processus modifié de Newton, x, a un sens et x, € Q,. 
Vérifions que les conditions du théorème 3 ne sont pas violées par 
la substitution de x, à x, et de t, à {,. Conservons les notations du 
théorème 3 et considérons l’opérateur 


IT P' (2) = —Do(P' (3) — P'(x0))= — | To" (m) dx. 
La remarque de XV1WI.1.7 nous donne b 
t 
HTTP" (II À cop" (6) dé = 1 + cop (61) = g. 
le 
La fonction w(f) ne peut atteindre son minimum à gauche du 
point t*, puisque #”({)=>0 sur l'intervalle [t,.t’] tout entier et 
Ÿ(t) 20. Comme t,<t* et (fo) L O0, il vient #°(f,) LO0O *)et par 
suite g<1. 


*) Si’ (t1) = 0, alors ?, = t* et 1 (11) = 0, et par suite 
0 = Ÿ (11) —Ÿ (£6) — V7" (to) (1 — ta) = Î ÿ" (D (1) dt, 


see i n'est possible que pour 4” (t) = 0 sur l'intervalle (to, 41], ce qui nous 
cou uit à l'égalité +’ (4) = %’ (41) = 0. 
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Le théorème de Banach (V.4.5, tome 1) affirme l'existence d'un 
opérateur linéaire continu 


U=[TP'(z)F'EeB(X, X), 
et de plus 


DE OR 2 LR ER  — 
AT = Te (a Ÿ (1) ]- @4 


Il existe donc l'opérateur linéaire continu 
li, = (Pa) = UT 9 


Les conditions 1) et 2) du théorème 3 ont bien lieu. 
Montrons maintenant que 


Il lo (P (x1)) << cod (ts). (25) 
La formule de Taylor (XVII.2.5) nous donne 
To (P(xi)) = lo (P(zo)) + To LP (xo) (z3 — Zo) + 


XL 


+ [TP (x) (m2) de = (20 — 23) + (ai — 20) + 
+ | T,2" (x) (za—x;,:) dx = | F,2"(x) (za—Z,:) ÎTe 
ze Xo 
De façon analogue 
{a 


co (#1) — co | t” (4) (t4—t) dt. 


Lo 


Pour les points correspondants zx et { des intervalles {zx0,z,] et 
[£o: ti], on à 


TOP" (x) (mis — zx. +) KP oP" (2) I rs — x A <K'cop (t) (ti — +), 
donc 


| [ ToP" (x) (xy— x, -) dx | <f coÿ” (t) (ts —t) dt, 
te 


ce qui équivaut à (25). 
Les relations (25) et (24) nous donnent 
I Pi CP (xs) = UT 0 (P(23)) SE U I To (P(x3)) 1 
<— Co (£1) = ci(ts)s 


c'est-à-dire la condition 3) est aussi remplie. 
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La condition 4) se vérifie de façon analogue. Signalons tout 
d'abord que si ||z—zx,||<t—t,. alors a fortiori |lz—zo||<t—to- 
Donc, 


UTP" (æ) = 1 UTP" (x) HU 111 TOP" (x) << … cop" (E) = cp"(t). 


Enfin, la condition 5) n’est pas violée, car la racine £ est comprise 
dans l'intervalle [t*, t’], donc dans l'intervalle plus large [t,, t’]. 
On montre par des raisonnements analogues que les conditions du 


théorème 3 ne sont pas violées par la substitution de z, et f, à x, et t, 
etc. 


En définitive, tous les x, ont un sens, c'est-à-dire on a démontré 
que le processus de Newton est réalisable. 


La suite {t,} est manifestement croissante et bornée, donc elle 
admet une limite {, quant à l'inégalité 
Îtn+i—Zn IS Én+1 —{n (r = 0, 1, …) 


elle nous dit que la suite {r,} admet également une limite 
z= limz,. 


De (1) l’on déduit la relation 
P(xzn)+ P'(xzs) (Xnri—2Zn)=0 (n=0, 1, ...). (26) 


Pour x quelconque [de Q,, la formule des accroissements finis 
nous donne 


I To 2" (2) — 2" (xl IS 
<|Iz—z, ll sup [ITP"(x+0(z—x))ISr max cù"(t), 
0O<60<1 [to t’] 


d'où il suit que || P’ (xr,) || sont bornées dans leur ensemble. Donc, 
un passage à la limite dans (26) nous donne 


P (x) =0. 
c'est-à-dire z est racine de l'équation (2). 
De façon analogue, £ est racine de l'équation (18) et de plus 
t= 1*, car {<t* et t* est la plus petite racine. . 
” La remarque suivant le théorème 4*nous apprend que z = z*, 
puisque manifestement || x — x || tt et À. 
Ceci achève la démonstration du théorème. 


REMARQUE. La vitesse de convergence de la suite {z,} vers z* 
admet la majoration 


rt — 2, St —t, (n =0,1,...). (27) 


Ceci découle de l'inégalité (22), puisque z, et f, peuvent être 
traités comme les premières approximations de la méthode de Newton 
modifiée d'origine z,_, et {,_, respectivement. 
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1.5. L'application directe du théorème 3 ou 5 présente générale- 
ment des difficultés en raison de la présence de la fonction indéfinie w 
dans leurs énoncés. Le théorème suivant revêt de ce fait une signifi- 
cation particulière. 


THPOREME 6. On suppose toujours que l'opérateur’ P est défini sur 
et admet une dérivée seconde continue sur Q,, et de 

1) existe l'opérateur linéaire continu T, = {P' (x0)l"!; 

2 11 Lo (P (ro) 11 & n: 
3) [| ToP" () I < X (x € Go). 


Si 
h= Kn<+ (28) 
et 
r>r)= 1 2 — 2h | (29) 


alors l'équation (2) admet une solution x* vers laquelle converge le 
processus de Newton (le principal et le modifié) et de plus 


LT — zo 1 K ro (30) 


Si, par ailleurs, pour he 


en : (34) 


et pour h= _ 


Tr < T1 (32) 


alors la solution x* est unique dans la boule Q,. 
La vitesse de convergence du processus principal admet la majoration 


Haras CAL (n=0, 1, ...). (33) 


celle du processus modifié, la majoration 


fan SL (A—VT D), RE, (n=0, 1, ...h (34) 


DEMONSTRATION. Considérons dans l'intervalle [0, r] la fonction 
réelle 


p(t)=Ki—2+92n— Kr—u+T= 224, 
Vérifions que l’opérateur P et la fonction + remplissent toutes 


les conditions du théorème 3 (donc, du théorème 5). En effet, les 
conditions 1) à 4) sont évidentes. D'autre part, les racines de l’équa- 
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ÿ (t) = 0 (35) 


To 


L 


1—V1—28R 14 V1—2% 


ces racines sont réelles d’après (28), quant à (29) elle nous dit que la 
lus petite racine, c’est-à-dire r,, est contenue dans l'intervalle 
0, rl]. Comme t* = r,, l'inégalité (30) n’est autre que l’inégalité 
(19) du théorème 3. 

L’unicité de la solution est une conséquence du théorème 4, car, 
quel que soit k < 1/2, le théorème nous dit que w (r) < 0 et la racine 
de l’équation (35) est unique dans l'intervalle [0, rl. 

Etablissons maintenant les majorations (33) et (34) de la vitesse 
de convergence du processus de Newton. D'après les remarques sui- 
vant les théorèmes 3 et 5, il suffit de considérer les suites réelles 
{t,} et {t,} des approximations successives respectivement des pro- 
cessus. principal et modifié pour l'équation (35). 

Commençons par la méthode principale. Posons 


Om ps Mn = Enbltn), 
KA _ CnŸ” (tn) —— 2Kch, k, — Knn 


et exprimons fn, Àn et À, en fonction de ces grandeurs, mais avec 
un indice inférieur d’une unité. Pour cela, on remarquera que 


ete — = mi (k=0, 1, ...). (36) 


Donc, la formule de Taylor nous donne 
Nn = CnŸ (ln) = CnŸ (En-1 + Nn-1) = 
= 1 # 9 ’ s S 
= 6n [5 Va) 0824 +0" (fn) m1 + (tas) | = 


_ Nn- = 
en Len + serré = 


A cn 9 1 cn 
ŒÉE ce 2KCn- 11-14 = 7 na Kn-172_4 . 
Or 
Cnn1 Ÿ' (tn) = Ÿ (tn=1) + Ÿ° (En-1) Nn=1 _- 
Cn Ÿ" (tn-1) Ÿ'({n-1) = 
= 1— Kn-inn a = 1 —hn 1, (37) 
donc 


1 Ann __ Nn=h1 ln 
Nn 2 1—hny 2 1h, (38) 


$ 1] ÉQUATIONS DE LA FORME P(x) = 0 241 


De façon analogue, on a grâce à (37) 


Ka= 2cnK = 2KGn-1 2 —_Kns 
n—1 


1—hn_ 
D'où 
— NN 1 Kn-iNn-12n- + 7” hn_ 2 
hi = Kn=- ET = 2 [= | . (39) 

De (38) et (39) et compte tenu de h, < 1/2, il vient 

Mn < lin-20n 1, LE < 2hh.1 (n = 1,2, :. 2) (40) 
Donc 

ST Lo = (24) 

et 


Nn < An-in-1 S An-1hn-Mn-2< . 
. Lhn-thn-2 eh 5 (241 1, 
d'où, grâce à (36), l’on déduit 
tn = (inti — tn) + (ne —{nts) + ee =n ++ 0 < 
Sr 2 tn A+ RIT + SIA + < 
SH in (2H À 


La majoration cherchée (35) découle désormais de (27). 

Majorons maintenant l'erreur de la méthode modifiée. On suppose 
que À << 1/2. Si æ est la fonction utilisée dans la démonstration du 
théorème 3, on peut écrire 


ts = pit) —p(én-1) = p' (En) (É*— #1) 
— tin 
(==). 
Or 
p' (8) = 1 + cop" (#) = Ki, 


p” (ln) = Kt,<Kt*=1—V1—2x. 


si bien que 


Donc 
STI —V1—2A] (6 — 651). 


En reprenant ce raisonnement pour majorer {* — {;,_, et en le 
poursuivant, on obtient en définitive 


it, —VT— 2] Gt) =2Lt1-V1=2]"*", 


16—01292 
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En portant ceci dans (22), on obtient 
act 1-27", 


c'est-à-dire l'inégalité (34). C.q.f.d. 

REMARQUE 1. Les conditions 2) et 3) du théorème peuvent être 
remplacées par: 

1 ITS B';. 

2") 1] P (zo) | SN’; 

3") IL P° (x) 11 & À’ (z € Qo). 

Ceci étant 


h = K'B'? Va 
== RER B'r', 
née B'r’. 


REMARQUE 2. Les conditions (28), (29), (31) (ou (32)) sont exactes 
en ce sens que si l’une des deux premières est violée l'équation (35) 
ne possède pas de solutions, et si l’une des deux dernières l’est, la 


solution n’est pas unique *). 


$ 2. Corollaires du théorème de convergence 
de la méthode de Newton 


Dans ce paragraphe, on indique quelques corollaires du théorème 
de convergence de la méthode de Newton (théorème 1.6). Comme dans 
le paragraphe précédent, on considère l'équation 


P (x) = 0, (1) 


l'opérateur P étant justiciable des anciennes hypothèses (quant au 
domaine de définition, des propriétés des dérivées, etc.) et notations. 

2. 1. Nous commençons par généraliser le théorème 1.6 au cas où 
l’on n'exige pas l'existence de l'opérateur inverse l, = [P” (x,)]”t, 
mais celle d’un opérateur proche de lui. 


THeortME 1. Supposons qu'existe un opérateur linéaire l'E B(Y,X) 
possédant un inverse continu et que sont réalisées les conditions: 

1) NT (P (x) IS; 

2) HITFP" (x) — 116; 

3) ITP'G)ISX (x EG). 


*) Si la condition (32) n’est pas réalisée, A ete (30) admet une solu- 
tion unique. Mais l'équation 4 (+) — e — 0 (e > 0) admet déjà deux solutions 


sur l'intervalle f0, r]. 
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Si 
— K1n 1 
= A6 LT : ô<1 (2) 
el 
= _1—Y1—2%h on 
EE LAEE RUE ° (3) 


alors l'équation (1) possède une solution x* € Q,, unique si 
r<<r, pour h<1/2, (F _41+V1-2% à 
r<r, pour h=1/2 h 1—8 }° 
Si de plus {x,} est la suite des approximations successives du processus 
principal de Newton, alors 
1 2 1 : 
Ix*—2} 157 [24] h (1—6) (r = 0, 1, ...). 
DEMONSTRATION. Assurons-nous que les conditions du théorème 1.6 
sont réalisées. La deuxième condition entraîne l'existence de l’opé- 
rateur linéaire continu 


U = TP" ()l”!, 


et de plus 
1 
US + 
Il s'ensuit qu'existe l'opérateur linéaire continu 
T, = [P° (20)l"! = Ur. 
En outre 
IT CP (xo)) MSN IT (P (co) 1, 


K 


I Pol" (x) ISHU II TEP" (x) ISF (GES). 
Reste à remplacer n par En et X par À 5 dans le théorème 1.6. 


2.2. Considérons un processus d'’approximations successives 
identique au processus modifié et remplaçons dans ce dernier l'opé- 
rateur l, = [P’ (x,)]”"! par un opérateur T proche de lui. En d'autres 


termes, construisons la suite {x,} 
En+1=Zn—T(P()) (n=0, 1, ...; zx). (4) 
THÉORÊME 2. Dans les conditions du théorème 1, le processus (4) 
est réalisable, c'est-à-dire x, € Q, (n = 0, 1, ...) et 
Zn. 


16% 
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… DEMONSTRATION. Pour démontrer la convergence du processus modi- 
fié, on se servira, comme dans le théorème 1.3, du théorème 1.1 
dans lequel on posera 


S()=z—-T(P(@)) EG) 
et 


PU)= KE+ 6t+n— 4 +1 (0) 


| — 
(= AE (1—6) 1 +, t Elo: à À to = 0, L'=r), 
On a 
LS (to) — zo 1 = 1 —T (2 (xo)) NL N = 9 (to) — to- 
D'autre part, si 
z—r<t<r, 
alors 
IS" (z)=1Z—TP"()1< 
IT TP" (&0) I + INT (2 (0) — 2" IIS 
x LA 
<8+| | r?" (y) dy | <8+ | K dx=6+Kt=œp" (4). 
Xe 0 
Donc, l'équation 
z—S (x) (5) 
est majorée par l'équation £{ = œ (t) dont la solution est 
_1—V1=2% 
D 1—6 
Par conséquent, l'équation (5) possède une solution qui doit être 
confondue avec r* (puisque l'équation (1) admet une solution unique 
x* dans la boule | zx — x || < ro). 


REMARQUE. La vitesse de convergence de la suite {x,} vers x* 
peut être majorée exactement comme nous l'avons fait pour le 
processus modifié dans 1.4. On laisse notamment au lecteur le soin 


{* 


de prouver que pour h < : 
en Â — n 
lat SU A8 V1 
(n=0; 1;.::) 
2.3. On se place dans les conditions du théorème 1.6, avec À << _ ; 


et l’on prouve que le processus de Newtonest stable, c'est-à-dire 
la convergence subsiste si pour approximation initiale on prend non 
pas x, mais un élément quelconque x, € Q, assez proche de lui. 
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THEOREME 3. Supposons que sont réalisées les conditions du théorème 
1.6 avec les constantes n, K et h — Kn < 1/2. Si de plus 


; 1—2h 1—2K 
ze (e=— 1), 


KR = 2K (6) 


alors les processus principal et modifié de Newton convergent si pour 
approrimation initiale on prend x. 


DEMONSTRATION. On se sert du théorème 1 dans lequel on remplace F 
par lo = [P" (xo)l"tet x, par x. La condition 1) devient 
I To CP (z9)) = 
* 
= || ro P (&o)+ P' (ro) (2 — 20) + À PO —2, +) dr ]|< 
© et 
<n+e+k ER 


donc pour n on doit prendre n+te+kK—. 


UTP" (DT To LP' (69 P' (zo11l= |] À ToP" (@) dz ||. 


Xo 
Donc Ô = Ke. 
Enfin X = X. 
La quantité À vaut 
r__Kn K(n+e+es) __1 Ke+2Ke+2Kn 1 
 (A—6À ({— Ke)? 7 2  Kie?—2kKe+1 2° 


C.q.f.d. 

REMARQUE. Si h > 4 V2—5,5 = 0,16, la boule [[z — x, || < 
est contenue dans la boule || z — x, | < ro, donc dans la boule Q,. 

Si h<4V2—5,5, la condition (6) n’assure plus d'une façon 
générale l’appartenance de zx, à Q,, il faut donc l’exiger accessoire- 
ment. 

2.4. Parmi les données qui ont participé à la majoration de 
I z* — x, ||, c'est-à-dire de r,, figure l'opérateur l,. La connaissance 
de ce dernier permet de mieux localiser la solution. En effet, si l’on 
connaît l',, on peut trouver l’approximation suivante zx, à l'aide de 
la méthode de Newton et lui appliquer le théorème 1. 


TH£ROREME 4. Supposons qu'existe l'opérateur linéaire continu 
To = IP’ (x)l”! et que sont réalisées les conditions: 


1) I To (P (xo)) I KL; 
2) | Lo (2 (21) HN: (1 = Zo — Lo (P (xo))); 
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3) I ToP" II Æ (& € Go); 


4) M= (1— Kn)* <T: 

Alors l'équation (1) admet la solution x* et de plus 

1—V1—2h, _m 7 

 h _ 1—-Xn° (9 
DEMONSTRATION. Vérifions les conditions du théorème 1. En posant 

T = l,et en prenant z, au lieu de x,, on obtient 


I Lo (P (1) 1 < M: 
I TOP" (xs) — LISA To 2" (xs) — 2° (&o)] 1 = 


I — 2 << 


= | [ TP" (x) dx | <K|Iz—21I<An. 
Xe 


Pour n, et k il faut prendre respectivement n,, Æn et h.. 
Le théorème 1 nous dit que la solution z* est contenue dans la 


boule |[|r—z ||<r,. Comme 


il vient (7). 

REMARQUE 1. Il peut arriver que k, < 1/2, bien que À = Xn > 
> 1/2. Dans ce cas, le théorème permet de conclure à l'existence de 
la solution, bien que le théorème 1.6 ne soit pas appliquable. 

REMARQUE 2. Les conditions 1) à 4) n’impliquent pas l'inclusion 
de la boule || z — x, || << r, dans la boule Q,. Il faut donc admettre 
que le rayon de la boule Q, est assez grand pour que cette inclusion 
ait lieu, par exemple 

— 1—V 12h; M 
PTE EE 1— X1 . 

2.5. Si dans les conditions de la remarque 1 qui suit le théorème 
1.6, la majoration de la norme de l'opérateur [P” (x)]-! est connue 
non seulement en x, mais sur le domaine Q, tout entier, on peut 
affaiblir la condition imposée à hk et exiger que k << 2 au lieu de 
h'< 1/2 (cf. Myssovskikh [1]). 


TH£OREME 5 (Myssovskikh). Soient réalisées les conditions: 


1) IP (&o) 11; 
2) pour x € Q, existe l'opérateur linéaire continu T (x) = [P° (x)}”! 
et de plus 


IT IS B (€ QG); 
3) I P@OI< À (x € QG). 
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Si 
h = B°Kn <2 
et 


00 k 
; k 2-1 
r>r'=Bi(s) : 
ku0 
alors l'équation (1) admet une solution x* € Q, vers laquelle converge 
le processus principal de Newton d'origine x,, la vitesse de convergence 
élant majorée par 


Es 
a — 2, 1 Bn 2 
h \2 
1— (=) 
(Gnti = 2 — lt) (P (x); n = 0,1, ...) (9) 


DEMONSTRATION. Prouvons tout d’abord que le processus de Newton 
est réalisable, c’est-à-dire que x, € Q, (nr = 0, 1, ...). On a 


xs —2o = (20) (2 (to)) I Bn, (10) 


LP (le | 2 (0 + Pa) (ai 20) + À P' Go) (ue, dz|< 


Bn 
2 hn 
<[Æ(Bn-nat= EE = Tem (419 
0 


Il résulte de (10) que zx, € Q,. 
Calculons la quantité k correspondant au point zx,: 


BK h3 
= BK EE, (12) 
ne Le au ’on ait déjà prouvé que x, € Q@,. En désignant par h; 
et nx (4 = .) les quantités h et n correspondant au point z;,, 


on obtient ma ‘analogie avec (10), (11) et (12) 
|| Ln+1i— Ta ISBN», 


mi TR (KO, 1, ..., n—1), (13) 
m=2( tr) . =2(#)" 2)" (k=0, 1, ..., n). 


Les deux dernières relations nous donnent 


— Mn-ilnr _ hn-iän-annes — Hinahn-a...ho. 
ES Ce So 
e 
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En portant ceci dans (13), on obtient 


2 on 


ns — cn ln (+ (14) 


Par analogie, il vient pour || zz+, — zx || (4 = 0, 1, ..., n — 1) 


n ñn 

h\2h-1 _, 

(ent D res Bn D (+) 7 <r'<r 
h==0 hk=0 


et par suite z,+1 € 2. 
En vertu de (14) on a de même 


n+p—1 n+p-1 h ok _ 
tntp — Zn D Mzari—ml< D Bn(=) —>0, (15) 
h=n hk=n 
si bien que la suite {x,} est de Cauchy, donc existe x* — lim z,. 


nn — © 
Il est clair que z* est solution de l'équation (1). 
En faisant tendre p —+ œ dans (15), on obtient 


co k_ 
Is—z En D (+) 7 < 
ken 


> 
© 


ce qui nous donne la majoration (9) de la vitesse de convergence du 
processus. 

2.6. Il est souvent possible de remplacer l'équation donnée (1) 
par une équation proche plus simple, généralement non linéaire. 
Etudions les conditions de solubilité de l’équation donnée, sachant 
la solution de l'équation approchée. 

Supposons que l'équation (1) est de la forme 


P{r)=nr()+R(r) =0. (16) 


Supposons que z, est solution de l'équation simplifiée 
n (to) = (. 
Si 
1) Ia" (co) R (Go) 1 <1; 
2) [Ex (20)! Ro) I <a <1; 
3) In’ (0) x" I EX, [nr (Go RG) IL (& E So) 
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et 
K+L 
ne, (17) 
1— y 1—2 
pr EVER, (18) 


alors l’équation (16) admet une solution z* € Q,. 

Cette proposition découle directement du théorème 1 si l’on y 
pose ! = [x’ (x,)]”!. Le théorème 1 nous permet encore de détermi- 
ner le domaine d'’unicité de la solution zx*. 

Cette situation est un cas particulier d’une situation plus générale 
où le premier membre de l’équation (1) dépend d’un paramètre numé- 
rique ou autre et où, sachant une solution de l’équation pour une 
valeur du paramètre, on demande d'établir l'existence d’une solution 
pour des valeurs du paramètre voisines de l'initiale. Nous nous 
bornerons au cas où le paramètre figure linéairement dans l'équation. 
Plus exactement, nous considérons l'équation 


Pr, p)=nr(z) +uk (x) = 0, (19) 
où u est un opérateur linéaire dans l’espace Y (u € B (Y, Y)). En 
particulier, u peut être un facteur numérique. 

TH£OR£ME 6. Soient réalisées les conditions suivantes: 

1) P (to, 0) = a (to) = 0; 

2) existe l'opérateur linéaire continu T, = [n° (x)! et HP & 
< BP; 

3) HR Go En, IR (Go) 1 

4) Ha OU Æ, RG) 1 €L (e € Go). 

Si p est tel que 


B'n(K+L 
he EEE, aBlipl<i (20) 


alors l'équation (19) admet la solution z* € Q, pourvu que S, possède 
un rayon r assez grand 


DEMONSTRATION. Elle découle directement de ce qui a été dit à 
propos de l'équation (16). 

Les domaines de disposition et d’unicité de la solution xr* (u) 
peuvent être trouvés à l’aide du théorème 1. Ce théorème nous dit. 
que z* (1) est la limite des processus principal et modifié de Newton, 
d'origine zx,. De plus, le théorème 2 nous apprend que xz* (pu) est la 
limite de la suite {x, (u)}: 


Zn+1 (u) = Zn (u)—[ (&)17! (P (Zn (u), U)) 


ss (21): 
(n—=0, 1, ...; x (U) = 2%). 
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Le dernier processus présente l'avantage de faire intervenir l'opéra- 
teur inverse correspondant au point initial x, et à la valeur initiale 
u — 0 du paramètre. 

REMARQUE 1. Pour chaque u, l'équation majorante de (19) sera 
l'équation réelle 


(Set) +liul(S£+at+n)=0, 


quant à la condition (20) elle exprime le fait que les racines de cette 
équation sont réelles. 

REMARQUE 2. Des raisonnements plus compliqués nous permettent 
d'étudier le cas général où le paramètre u figure non linéairement 
dans l'équation P (x, u) = 0. 

À noter que dans certains cas, on peut élargir le domaine des 
valeurs admissibles du paramètre en appliquant le théorème 1 non 
pas à zoet l',, mais à des valeurs zx et l qui sont solutions du système 
d'équations 

P(z, p)=0, TP'(x, up) =1 


aux « premières» puissances près du paramètre lu. 

Limitons-nous au cas où le paramètre est numérique et l’équation 
approchée x (x) = 0, linéaire, c'est-à-dire l'équation (19) est de Ia 
forme 

PG W)=U(G—-x)+uR (x) = 0, (22) 


où U = (x” (xo)) est un opérateur linéaire continu. 
Dans ce cas les solutions, à u! près, sont de la forme 


T1 = Lo — Mo CR (co), Ti = To — UToR° (to) Lo 
Il faut donc majorer les quantités 


1) ID (2 Gsm) i= I [To — UToR" (to) T'ol [—uR (zo) + 
+ LR (20 — UoR (x0))] | < M: 
2) [TP (us pm) — 71 = To — ploR" (20) lol [U + 


+ DR" (zo — UToR (xo)l — T1 || < 01; 
3) I To — UToR (20) l'ol R” (2) 1 K Li (x € Go). 
L'équation (22) admet une solution si 
Lili 1 
UGS 2 


2.7. L'existence de la solution et la convergence du processus 
<orrespondant dans le domaine de variation du paramètre permettent 
d'établir le caractère de la dépendance de la solution z* (u) par rap- 


port à u. Par exemple, comme x, (4) = x, dépend continûment de y, 
et nr (z)et À (x) sont des fonctions continues de x, il vient que tous 
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les z, (u) de (21) seront des fonctions continues du paramètre, donc 
x (u) dépendra continûment de pu. 

Sous certaines conditions, la solution z* (Lu) dépend analytique- 
ment du paramètre. 

On dira qu'une fonction x (u) à valeurs dans un espace X est 
faiblement analytique si quelle que soit la fonctionnelle linéaire 
f E XF, la fonction f (x (u)) est analytique dans l’acception ordinaire 
de ce terme. 

Un opérateur P est analytique s’il transforme toute fonction 
faiblement analytique xz (1) en une fonction faiblement analytique 
P (z(u)) (dans un espace YŸ). 

Dans l'équation (19), supposons que pu est un paramètre numé- 
rique, x et À, des opérateurs analytiques. Alors, on vérifie immé- 
diatement que toutes les approximations (21) sont des fonctions 
analytiques de u. Soit f une fonctionnelle linéaire continue dans 


l'espace X. Les normes des éléments z, (u) étant bornées uniformé- 
ment (en u), les fonctions analytiques 


Pn (4) = f (&n (u)) (n = 0, 1, ...) 
sont bornées dans leur ensemble, donc la fonction 


p(u) = Jin Pn (u) = f (xz° (u)) 


est analytique. Comme f est arbitraire, z* (1) est une fonction faible- 
ment analytique de pu. | 

Si l’on définit de façon naturelle le développement de la fonction 
z* (1) en série suivant les puissances de pu 


zu) =m+un +... +um +... 


de ce qui vient d'être dit il résulte que cette série est faiblement 
convergente pour tous les | u | lo. 

Un grand nombre de travaux ont été consacrés à la méthode de 
Newton, ses applications et généralisations. Citons en particulier 
Krasnosselski et autres, Collatz et les références indiquées dans ces 
ouvrages. 


$ 3. Application de la méthode de Newton 
à des équations fonctionnelles concrètes 


3.1. Commençons par l'application de la méthode de Newton à 
une équation réelle ou complexe 


f (2) = 0. (1) 
Le théorème 1.6 dans lequele 
| f (20) | Lf" (2)! 
N2TrGT APE T TE)? 
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où £, est l’approximation initiale, nous dit que cette équation admet 
une racine si 


h=nKei où HEIN ED CA 


| f" (20) 1? D. 
cette racine est située dans le disque 
220 | ro VX à (2) 
et est unique dans le disque 
PAP ne APCE (3) 


La méthode de Newton peut être utilisée pour résoudre des systè- 
mes d'équations algébriques 


OP; (E Be .e: Em) = 0 ( Si 1, 2, ..s m), (4) 
que nous traiterons comme une équation 
P (x) = 0 
dans un espace X de dimension m: 
y = P (à) 
(y 7 (qi (Es #3 Em): er Pm (E Ad Em) T — (E, +. Em)). 
Soit zo = (EL. D ,..., ëm) une nation initiale. En la 


portant dans |’ équation de la méthode de Newton 
P° (20) (x — 70) + P (to) = 0 


et en tenant compte de l'expression de la dérivée P° (x,) indiquée 
dans XVII.1.6, on obtient pour l'écart Az = x, — x, = 
— (AË,, AË:, ..., AË») le système d'équations linéaires 


me op (El, EN, ..., ECO) Se . 
D ER Ab — ps (E, ES, .., E) (5) 


(j=1, 2, .. m), 


d'où l’on déduit Azx, donc zx,. On trouve de même z,, etc. 

Si l’on se sert du processus modifié, la matrice du système (5) 
reste inchangée à chaque itération, seuls changent les seconds mem- 
bres. 

Les conditions de convergence du processus dépendent de la 
façon dont est introduite la norme dans l’espace X. Nous traitons 


deux cas: X — 1}, et brièvement X = I2,. 


k=1 


*) Ceci étant, on suppose que la dérivée seconde est majorable dans le 
disque! z:— | <r,oùr > r, si l'on envisage (2),etr > r, si l’on envisage (3). 
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THEOREME 1. Supposons que les fonctions P;, Pa, . .., Pm el l’appro- 
zimalion initiale x, vérifient les conditions: 


1) Ip, 87, -.., En) Sn (=1,2,..., m); 
2) le déterminant D de la matrice de Jacobi 


(SE, EE) G, 624,2, m) 
n'est pas nul et si A;, est le cofacteur de %%, alors 
1 ' 
HS Aa1EE (k=1, Di ess m) ; 
j=i 


9%; : 
3) EE Gi Bt) e20; k, s=1, 2, ss 7, | E; — 
—EH |<r); 
4) h=B"nLmel. 


Si 
r nm B'h", (6) 
alors le système (4) admet une solution x* = (E*, | .….., En) située 


au voisinage de zo, vers laquelle tendent les processus vo et modi- 
fié de Newton. 
Prouver ce théorème revient à vérifier les conditions du théorème 


1.6, plus exactement. la remarque 1 qui suit ce théorème, si X = 1}. 
Cette vérification est laissée au soin du lecteur *). 

REMARQUE 1. Les vitesses de convergence du processus principal 
et du processus modifié admettent les majorations (33) et (34) du 
théorème 1.6. 


REMARQUE 2. Comme pour 0<h<+ 


LR 


(6) a lieu si r = 2B'r.. 
REMARQUE 3. Soit m —2 le nombre d'équations du système (4). 
On a 


0Ps.. ) « 
Aa + (6, E7) (, k=1, 2), 
donc, si l’on connaît la majoration 

A2) EU (0) < Ë _ 9 
OEk = ) < ! (j, k=—1, 2), 


*) Il est immédiat que || P" (x) || < Lm? (cf. XVII.2.2). 
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on peut prendre pour B° 


|D1? 
et la condition 4) devient 
1613n'L 1 
PIRE 
ou 
32®n'L < |D |. 


Cette condition a été établie par A. Ostrovski. Il est curieux de 
noter que la démonstration directe de la convergence de la méthode 
de Newton est très compliquée même dans ce cas élémentaire. 

Si l'on utilise la normalisation de l’espace 14, il faut remplacer 
les conditions 1) à 4) du théorème 1 par 


1 Po (P(&)ll=lAzII= PA AB, [217 <n: 


2) ITU=VA<B; 


où l', représente comme toujours [P” (x,)]”!' et A la plus grande valeur 
propre de la matrice l,TŸ; pour B” on peut prendre 


1/2 
B'= ml à à re "3 LS 
= CT 


’ # 6? Pj 2711/2 / 
3) 1PGOIR(S D > EF l"<r": 
j=1 km gui 
pour À” on peut donc prendre 
K'=LmVm; 
4) h=B'K ST. 


La réalisation de ces conditions assure l'existence de la solution 
du système (4) et la convergence vers elle des processus principal et 
modifié de Newton. 

Illustrons ceci sur un exemple. Soit le système 

361E2 + Eè = 1, 
Et + 163 = 1. 
Prenons pour approximation initiale z, — (51°, E20): 
EO)— 0,98,  E£0 — 0,32. 
Pour la détermination des écarts on obtient le système 
1,880 AE; + 3,188AË: — 0,045, 
3,798AË, + 0,301 AE, — 0,046, 
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d'où l’on trouve 
AË1 = 0,0105, AË° = 0,0075. 
11 s'ensuit 
—0,026 0,256 
—Te= (5329 —0163) 
Calculons les constantes B’, n’ et L du théorème 1 en utilisant la normali- 
sation de l’espace 15°. On trouve 
| To 1 = 0,492 < 0,5 = B”, 
I P (xo) || = max [0,046 ; 0,045] < 0,05 = n°. 


Majorons les dérivées des fonctions q. et @: pour || z — z9 || << 2B'n’, c'est-à- 
dire pour 0,93 < E, < 1,03; 0,27 < Ee << 0,37. mme 


Pr OP re CU 

——— — Oge, se = 061 TRES — , 
Et 62 dE, 0Ëa 61 ÔE: 6Ë2 

d°Pe OL: 07Pe _ yes 01Pe 

0Ef — {12È;, 0 DE, — 5 ÔE2 = 6h1È2 
pour Z on peut prendre 
L=12,8> max 292 — 12 (1,03). 
GES 


Alors 
h = B'?n’Lm° = 0,25-0,05-12,8-4 = 0,64. 


Donc, le théorème 1 ne permet pas d'établir la convergence du processus de- 
Newton. Ceci est dû à la trop grossière majoration de || P” (x) ||. En effet, nous 
avons pris 
| P" (x) | < Lm° = 51,2, 
alors que 
HP" (x) | < 16 = X. 
Ceci nous donne 
h = B'°n'K’ = 0,25-0,05-16 — 0,2, 


donc le processus de Newton est convergent. 
A noter que si l'on se sert directement du théorème 41.6, on peut obtenir 
une valeur plus petite encore pour h. En effet, 


I To (P (xo)) | = | Az 1 = max{| AË,l, | Aë:1] = 0,0105 
e 
Il ToP" (x) || << 7,2. 
Donc, si n = 0,0105, X = 7,2, on obtient 
h = nX < 0,08. (7} 
S'agissant du processus modifié, on obtient les approximations successives 
61 = 0,9905, D = 0,3275, 
{2 — 0,99117, © ES2 = 0,32738, 
{9=—0,991189, E£5 = 0,327382. 


La majoration de l'erreur de la troisième approximation par la formule 
(34) du théorème 1.6 est égale à 0,0008 (pour À on a pris la valeur (7)). 
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En se servant du théorème 2.4, on peut exhiber une majoration plus exacte 
encore de l'erreur, notamment 


0,991173 < EE? < 0,991205, 0,327366 < EE < 0,327398. 


Donc, en troisième approximation, nous avons quatre décimales vraies. 
Si l’on fait intervenir la norme de l'espace l£, on obtient à partir des condi- 
tions 1’) à 3°) 


| To 1 < 0,448 < 0,5 = B', 
I Lo (P (xo)) | = || Az [| = 0,0133 < 0,015 = n, 
| P“ (x) <15,2= K', hk= B'K'n = 0,1026. 


3.2. Appliquons la méthode de Newton aux équations intégrales 
non linéaires. Soit donnée l'équation intégrale 


1 
z (s)— | K(s, t, z(t))dt, (8) 
0 


où À (s.t, u) est une fonction continue en tous ses arguments, admet- 
tant autant de dérivées continues que l’on veut. Soit dans l’espace 
fonctionnel X l'opérateur P: 


1 
y=P(æ), y()=z(s)— | K(s 1, 2 (6) dt. (9) 
0 


Mettons l'équation (8) sous la forme de l'équation fonctionnelle 
P (x) = 0. 

Le processus de Newton pour cette équation se construit de la manière 

suivante : soit z, l’approximation initiale ; supposons que l’espace X 

et la fonction Æ (s, f{, u) sont tels que P” (x,) puisse être obtenue par 


« dérivation sous le signe somme», c'est-à-dire z — P” (x,) (x) signi- 
fie que 


1 
2(s)=z(s)— À Ki(s, t, 20 (8) 2 (1) dt ; (10) 
0 
l'erreur Az = x, — x, se déduit à partir de l'équation 
P° (xo) (Az) = —P (x) 


qui, en vertu de (10), s'écrit 


1 
Az (9) — | Ka(s, t, zo(t))Ax(t) dt =e, (s), (11) 
0 


1 
e(9) = À A(s, , zo(#)) dt z0(s) 
0 
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est le résidu de l'équation (8), correspondant à l’approximation 
initiale. 

Donc, pour trouver l’approximation suivante, il faut résoudre 
une équation intégrale linéaire ; à noter que dans le processus modifié 
on aura toujours le même noyau. 


La convergence du processus de Newton dépend de l’espace dans 
lequel on se place. Ainsi, dans X = C[0, 1]on a le 


TH£OREME 2. Soient réalisées les conditions: 
1) pour le noyau K (s, t) = K, (s, t, x, (t)), l'équation intégrale 
(11) admet la résolvante G (s, t) et de plus 


1 


free, t) | dt 


0 


2) lee CRÉÉE : 


1 
3) | | Kia(s, t, u)| dt &K' 
0 


dans les domaines de valeurs de s et u, définis par 
OSs<1, [u—x(s)1<2(1+B)n'; 
4) h=(1+BPK'n<T. 


Alors le processus de Newton (principal et modifié) converge vers la 
solution de l'équation (8). Ceci étant, la solution x* (s) est située dan: 
le domaine 


at (20) <IEVIEE + B)n (5€(0, 1) 


et est unique dans le domaine 
Gs<t, Ju (EUR (148) n° 


On vérifie sans peine que les conditions du théorème 1.6 son 
réalisées si l’on tient compte du fait que d’après le théorème XVII.3.: 
la dérivée P” (x,) de l'opérateur P est de la forme (10) et P" (x) est ur 
opérateur intégral bilinéaire de noyau K%» (s, t, xo (t)). L'opérateu 
T, = [P' (x,)]l”!, comme indiqué dans XIIL.6.1, est de la forme 

{ 


2=To(W), 2(s)=v(s)+ G(s, Dy()at, 


donc 
Iol<1+ 8. 
17—01292 
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Si X = L° (0, 1), en utilisant le théorème XVII.3.1, on peut 
indiquer d'autres conditions de solubilité de l'équation intégrale (8). 
Plus exactement 


1 
1) (le(s) Pds=n”; 
0 


À 
2!) Pr ve £B' (n=1, 2,...), 


= À, 3. %p (t)F x. 6 | Peymétrique (s’il n’était pas neue 
cette ati def: € te pl két:; Cf. [V.2.6 et V.2.7 du tome 1); 


EU 


3). pose EI A — 0 <u< ) 
4) h=B°K'r 


3.3. Les conditions du théorème 2 ou les conditions 1°) à 4’) 
supposent une approximation initiale x, assez proche de la solution 
exacte. Nous allons voir maintenant une méthode de construction 
assez générale d’une telle approximation initiale, consistant à rem- 
placer l'équation intégrale (8) par une équation de structure plus 
simple dont la résolution se ramène à celle d’un système algébrique. 

On suppose notamment que le noyau X (s, t, u) peut être approché 
par un novau de forme plus simple 


H (s, d, u) pa ea Ra (é, u) Ok (s), 


où ox (s) (4 = 1, 2,..., m) sont des fonctions que, sans nuire à la 
généralité, on peut supposer être deux à deux orthogonales et nor- 
mées. Pour À on peut prendre, par exemple. une série partielle de 
Fourier de la fonction À suivant le système orthonormal complet 
{on (s)} (& = 1, 2, ...). 

L'équation 


1 
z(s)— | H(s,t, z(t)) dt (13) 
0 
doit naturellement être considérée comme proche de l’équation (8). 
Or, la solution z, (t) de l'équation (13) s'écrit 


m 


Zo (t) = 2 Azon (1), 


$ 3] APPLICATION À DES £ÉQUATIONS FONCTIONNELLES CONCR£ETES 259 


où les coefficients À, (4 = 1, 2. ..., m) sont déterminés à partir du 
système algébrique non linéaire 


{ m 
Aj= (2,6, D Auwx(#))dt (j=1,2, ..., m). (14) 
0 hi 


C’est la fonction x, (t) que l’on prendra pour approximation initiale 
de l'équation (8). 

On se servira du schéma du théorème 2.6, car dans de nombreux 
cas, seuls l'existence et le domaine de disposition et d’unicité de la 
solution de l’équation (8) présentent de l’intérêt. On posera donc 
X — C0. 1] et l'on mettra l'équation (8) sous la forme 


P(z)æ=n(z)+uR (2) =0, 
1 
a (2)(s)=2(9— ÛA(s, 1, z(0) dt, 
0 


| 
R(z) (s)= | LK(s, t, z(t))—H(s, t, x(t))lt, 
0 


u = 1. 
On a alors le théorème suivant. 


THEORBME 3. Soient réalisées les conditions: 
1) la résolvante G, (s, t) du noyau H} (s, t, zo (t)) existe et 
1 


fiG(s, D l<B (5€I0, 11); 
0 


1 
2) [ÎIK(S # 20 ()—H(s, 1, zo(t)1dt|=120(s) 11 
0 
(sE(0, 1]); 


1 
3) (Aus f, æ(t)—Hu(s, t, z(9)|dt&a (510, 1); 
0 
| 
4) [iHuts, t, u)dt&K (5610, 11, [u—zo(s) 1&r) : 
0 
1 
5) [Kia(s, t, u)— Hi(s, t, u)|dt&L (sE[0, 1], 


[u—zo(s)1<r) ; 


1+BP(K+L ‘1 
6 = PÉTER, a(B+1)<1. 


178 
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Si 


nn — 1—V1—2h n(1+8) 


h 1— a (1+ B) ? 
alors l'équation (8) admet la solution x* et de plus 
[z* (5) — x (I ro. (15) 


L'avantage du théorème énoncé sur le théorème 2 est que le 
noyau }H, (s, t, x, (t)) est dégénéré, donc la résolvante G, (s, t) est 
facile à trouver. | 

Pour trouver la solution de l'équation (8) on peut utiliser le 
processus indiqué dans 2.6, bien que celui-ci ne converge pas aussi 
vite que le processus modifié. 


Illustrons tout ceci sur un exemple. Soit donnée l'équation 
1 
z =+ | [z (4)}3 sin st dt +1. 
0 
Pour noyau approximant on prend 
H (s,1t, = stut +1, 
l'équation (13) devient alors 


1 
:()=+ | Lz (2)I* st dt +1. 
0 


La solution de cette équation est x, (t) = 1 + At, À étant racine d'une équation 
du second degré, soit À = 0,405887. On calcule sans peine les constantes du 
théorème 3: 

B= 1,124; n = 0,0367; œ—= 0,055; K= 0,5; ZL = 0,0417, 
d'où 


et d'après (15) 


0,4 <h < 0,103; «(1 + B) < 0,12 
| z® (s) — zo (s) | < 0,096 (s € [0, 1]). 
Si on avait pris 
H (s,1t, D=+ (sa) u3—+1, 


on aurait obtenu 
zo (s) = 1 + 0,38617s — 0,0345s, 


et la majoration (15) aurait été de la forme 
|z* (8) — zo(s)| < 0,0119 (SE [0, 1]). 


3.4. Etudions le problème de l'application de la méthode de 
Newton aux équations différentielles. Soit donnée l'équation diffé- 


rentielle 
z'(t) —p(z(t), t) =0 (x (0) = 0). (16) 
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Munissons l’espace C! des fonctions continüment dérivables sur 
l'intervalle [0, a], nulles pour t = 0, de la norme 


Izi= max [z(t)1+2% max [z'(#)], 
tE[0, a] tE[0, a] 
où À est un coefficient positif qui sera déterminé par la suite. Suppo- 


sons que la fonction œ (u, t) est continue et possède une dérivée 
seconde par rapport à u, continue dans le domaine 


O<iI<a, Iu—z(t)|<Ô (x EC), 
et considérons l'opérateur P 
y=P(), y) =z (tt —-p(G(), t). 


Il est immédiat de vérifier que P est un opérateur de la boule 
x — zo | & Ô (que nous désignons par Q) dans l’espace C [0, 1] 
et possède dans ( des dérivées première et seconde continues, telles 


que 
P" (2) (2) () = 2° (#4) — qu (z (t), t) x (), (17) 


P" (2) (x, 2) (t) = —qua (z (6), t) x (9) z (E). (18) 
Trouvons l, — [P' (xo)l”!. D'après (17), l'élément x = To (y) 
est solution de l'équation différentielle 
z'(t) = Qu (Zo (Et), €) x (€) + y (&), (19) 
c'est-à-dire 


{ 
2 (= p(r) | LE ds, 
0 


t 
vs) =exp (| qu(zo(s), s)ds)- 
0 
I1 s'ensuit 


max | #(£) | 
ane [x () I<aiv ongle 


De l’équation (19) il vient 


max [z’(t)|< max |pu(zo(t), t)| max |z(t)| + ylI<8 || y Il 
tE[0, a] tE[0, a] tE[(0, a] 
donc 
max | Ÿ(t) | 
ele RE +48 | Ivy IL, 
et 


max|wŸ(t)| 
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Cette majoration nous permet d'appliquer le théorème 1.6 qui 
nous conduit au 


THLOREME 4. Soient réalisées les conditions : 

1) 1z()—p{(xo(t), t)1<n' (#EL0, a); 

2) |Qu(zo(t), D I<Mi (tE[0, al); 

3) [qu(u, D I<M2 (EI0, a], |u—zo(t) | 6); 
4) h= MaeMin < _ | 

Si 


ô > ro — US ecMiay, 


alors l'équation (16) possède dans l'intervalle [0, a] une solution x* (t) 
unique telle que 
| Z°(€) — zo(t) | To. 


Pour vérifier les conditions du théorème 1.6 il suffit de s'assurer 
que 
max |w(t)| Se, min|w(t)|>e-cMi, 


donc, pour B” on peut prendre 
B'=ae*shi +26. 


On peut ensuite poser À” = M.. Donc, pour que l’équation (16) 
admette une solution il faut que 


h= B°K'n = (ae2Mi + 10) Man LT. (20) 


Pour À assez petit, cette inégalité découle de la condition 4), puisque 
lim hk = ho. 
À +0 


REMARQUE 1. Le cas d’une condition initiale différente de zéro 
se ramène au cas étudié par un changement de variables évident. 
REMARQUE 2. La méthode exposée est valable pour l'étude de systè- 
mes d’équations différentielles. Les difficultés de son application 
au cas étudié tiennent à l'impossibilité, en général, de trouver la 
solution analytique du système linéaire, donc de majorer la norme 
de l'opérateur l',. 
3.5. Considérons maintenant l'équation différentielle 
z"(t)+z() + up (x (), z° (), t) = 0, (21) 
où p (4, v, t) est une fonction continue avec ses dérivées première 
et seconde par rapport à uw et v, périodique en t, de période w >> 0. 


En procédant comme dans 3.4, indiquons les conditions sous les- 
quelles l'équation (21) admet une solution w-périodique, c'est-à-dire 
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vérifiant les conditions aux limites 
z(w) =zx(0), zx’ (w) = x’ (0). (22) 
Nous utilisons cette fois le schéma du théorème 2.6. Considérons 


l'espace C? des fonctions bicontinüment dérivables périodiques (de 
période w). Munissons C° de la norme 


Izil=max|z(t) 1+mex| z'(#)|+Amax|z" (#1 (EC), 


où À>>0 sera déterminé par la suite. Soient par ailleurs les 
opérateurs x et R: 
y=n(z), y(t)=z"(t)+z(t), 2=R(z), 2()=p(x(), z' (6), t). 
L'équation (21) s'écrit alors 
n(z) +uR(zx) = 0. (23) 


Effectuons les majorations nécessaires pour appliquer le théorème 


L'opérateur x est manifestement continu et linéaire, donc la 
solution x, de l'équation x (x) = 0 est l'élément x, = 0. Si cos © 
= 1, il existe l', = x 71. On détermine l'opérateur l', en résolvant 
l’équation différentielle 


z'+z=7y 
avec les conditions (22). Nous omettons les calculs peu compliqués 


mais laborieux et nous indiquons directement la majoration de la 
norme de l'opérateur T,: 


IT I1<o [2 + Het Mel |4r8< 


1—coso 


€ 44+1+V2 


1 — cos © 


6,5w 
1—cos vw 


o + A8 < + 46, 


où 0 est une expression contenant «. 
Donc, pour B on peut prendre 


B= IE +10 B,+ A0. 
Comme 
R' (20) (x) (6) = qu(0, 0, t)z (4) +p(0, 0, £)z”(t), 
R"(2)(z, 2)(t)=pu(z(t), z’(t), t)z (t)z(t) + 
+pno(z(t), 2° (4), t)1z (4) (t)+ x (#8) z(#)1+ 


+ pur (2(#), 2° (6), t)z'(t)z" (6), 
on obtient le 
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THeoReME 5. Soient réalisées les conditions: 
1) ©o=2nx (n—=1, 2, ...); 
2) 1p(0, 0, t)1<n; 
3) [pu (0, 0, t)1<a, Ip(0, 0, t)1<a; 
4) Jqu(u, v, t)I<L, pau, v, 1) IL, | qu (u, v, t)|<L. 
Si 
1— cos © 
6,5 w(a+V2Ln) ” 
alors l'équation (21) possède une solution unique périodique. de période w. 


Pour prouver ce théorème, il suffit de vérifier que l'inégalité 
(20) du théorème 2.6, qui s'écrit ici 


u< (24) 


est réalisée si À est assez petit et 


B3Lnu’ ei 
({—aBou)? 2° 
Or. cette inégalité équivaut à (24). 

REMARQUE. Si la fonction y est analytique en ses arguments, d'après 
ce qui a été dit dans 2.7, on peut conclure que la solution périodique 
de l'équation (21) sera analytique en u pour les u vérifiant (24). 

Ces raisonnements sont valables pour des équations d'ordre supé- 
rieur. 

3.6. Appliquons la méthode de Newton à la théorie des perturba- 
tions. 

Soient U et V des opérateurs linéaires continus d’un B-espace X 
dans lui-même. On demande une valeur propre et l'élément propre 
associé de l'opérateur VU, = U + 1V, en supposant que la solution 
de ce problème est connue pour t = 0, c’est-à-dire est connue la 
valeur propre À, de U et l’élément propre x, qui lui est associé. 

Nous allons imposer des conditions accessoires aux opérateurs 
U et V et prouver que pour des t assez petits, l'opérateur U, possède 
une valeur propre À, et l'élément propre z,, proches respectivement 
de À, et z,. Plus exactement, on a le 


THSOREME 6. Soient réalisées les conditions: 
1) Ào est valeur propre de l'opérateur U*: 


U* (fo) = Àofo, 
fo désignant un élément propre normé par la condition 
fo (Zo) = 13 
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2) l'opérateur U — À,7 dont le domaine de valeurs est situé dans 
l’espace X, = N (fs) des y € X tels que fo (y) = 0 (cf. XII.2.1), traité 
comme un opérateur de X, dans X, admet un inverse T continu 

T(Uzx — ot) = zx, UTrz — 1 Tz = x (zE Xi). 

Si 

1 
T 14 4 << ——_——_—_—_—_—_——__—_—_———….…—._— , 
ANNEES 1+2 11 fo N 1 ze +2 V + fo ze 1) À fo H I Zo 


alors l'opérateur U, possède une valeur propre À, telle que, si l'élément 
propre associé x, est normé par la condition 


fo (x) — 1, 


IM—hI< AT, Na —-coi<BTt}, 


(25) 


alors 


où À et B sont des constantes déterminées par les opérateurs U et V. 


DEMONSTRATION. On demande de déterminer À et x à partir des 
conditions 


Ur) +1V(z) =, fo(x) = 1. 
Faisons le changement 
Z=Zo+z, À = Ào + 6. 
Les nouvelles variables doivent vérifier les conditions 
Ù (2) + IV (zo + 2) = 6 (xzo + 2) + Ào% fo (2) = 0, 


c'est-à-dire on demande de trouver dans l’espace X, la solution de 
l'équation 
U (2) + &V (xo + 2) = 6 (xzo + z) + Àoz. (26) 


Appliquons la fonctionnelle f, aux deux membres de l’équation (26). 
Comme 


Jo (Uz— Ào3) = U* (fo) (2) — (lof o) (z) = 0, 
on est conduit à la relation 
Ô = tfo (V (zo + 2)), (27) 


exprimant Ô en fonction de z. En portant (27) dans (26), on obtient 
pour la détermination de z l'équation 


UÙ (2) — A0 + tIV (&o + 2) — fo (V (zo + 2)).(&o + 2)] = 0. (28) 


Les deux membres de cette équation appartiennent au sous-espace 
X,, on peut donc leur appliquer l'opérateur 7 ; on obtient 


nr (z)+tR(z) = 0, (29) 
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an (z) = 2, 
R (2) = TV (to + 2) — fo (V (zo + 2)) (&o + 2)]. 


En appliquant le théorème 2.6 à l'équation (29), on obtient 
” n'(&æ)=1, To=1, n"( =0, 
R (20) = T IV (zo) — fo (V (xo)) Ze), 
R° (2) (x) = T' IV (2) — fo (V (2) (to + 2) — fo (V (to + 2)) z], 
R'(c)(&, 2) = —T [fo (V (z)) 2 + fo (V ()) 2] = 
= —fo(V(z)) T(z)— fo (V (@))T (x). 
On peut donc prendre 
n=ITIIVUI + fo Nzo Hz B=1, 
a = TNIUV IE +21 fol zo ll, 
K=0, L=2NT NI VIN ll. 
La condition de solubilité de l’équation (29) s'écrit alors 


__ Lnit| 1 
M= Ta To 2: 
ce qui est équivalent à (25). 
En désignant par z, la solution de l'équation (29), on obtient 
1—Y 1—2h 
Ua la 2 RP nent = Bel, 
et de (27) il vient 
Pol =lôl<ItII fo NIV IUz+zl<ATIE TI. 
Ceci achève la démonstration du théorème. 
REMARQUE. Il existe un cas particulier important où l'on peut 
obtenir une expression plus simple pour n et «. Soient X un espace 
hilbertien et U un opérateur auto-adjoint. Il est immédiat de vérifier 


que dans ce cas on peut prendre pour f, la fonctionnelle définie par 
l'élément z,, c'est-à-dire 


Jo (y) = (y, Ze) (y € À). 


Comme 
. Il Zo I = fo (&o) = 1, 
il vient 
IR (zo) HIT II Vzo — (Vo, Zo) Zo NT I IV (&o) 1 & 


< IT III 
IR" (co) JS NT IN Vz — (Vz, 30) zo — (Vro, To) z | K 
< 1 TI Vz — (Vz, zo) &o |] + I (Vzo Zo) z I 
< IT IUT Vz | + 1 (Vzos &o) 1 z H<2ITIIVINIZI, 
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donc 
n=ITZIUVE a=2NTINVI, 
et la condition de solubilité de l'équation (29) est 


_2UTHIVALED C4 
(A—2]T7IHVHILI 2: 


ce qui permet de remplacer (25) par 
PATATE 
L'étude directe de ce cas a conduit M. Gavourine [3] à la con- 
dition 
UTIVIILISE 


qui est inaméliorable. 
3.7. Considérons l'équation différentielle quasi linéaire du 
deuxième ordre à deux variables indépendantes : 


0? 0° 
A (s, l, U, P, q) es + B (s, {, U, P Dr + 
+C(s,{,u, p,q) + D(s, t,u,p,q)—=0, (30) 
ô du 
où p=— et =: 


On étudiera l’équation (30) dans un domaine Q et on cherchera la 
solution qui vérifie une condition aux limites sur le bord y de Q. 

L'application de la méthode de Newton à ce problème permet 
d'indiquer la condition d'existence et le domaine de disposition de 
la solution si l’on connaît une solution approchée us = uo (s, t) 
(cf. Kochelev [1], [2]). 

On supposera que l'équation (30) est de type elliptique, plus 
exactement on admettra que 


B° — 4AC <0 (31) 


pour toutes les valeurs des variables ou tout au moins pour celles 
auxquelles nous aurons affaire. 

Pour appliquer la méthode de Newton à l'équation (30) mettons 
cette dernière sous la forme 


P (u) = 0, (32) 


où P est un opérateur d’un espace fonctionnel U dans un espace fonc- 
tionnel V. Ces espaces seront concrétisés plus bas. 
Soit F = F(s,t, u, p. g) une fonction quelconque. Soit F, la 
fonction obtenue en remplaçant dans F la fonction u par u,, pet q 
dus 


ô 
par Po = 5 et o = Se. 
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Il est immédiat que 


Punta [A ) (26) #+(26), + 
+ Beer + | (Geo 4 + (67 0 2+ (Se Joe] rer + 
PO MENÉS 
=[45 FI + Bo nr += FT Fr [u+... (33) 


Les termes omis ne contiennent pas de dérivées secondes de u. Donc, 
P” (u,) est un opérateur différentiel elliptique linéaire et, par suite, 
chaque pas de la méthode de Newton pour l’équation (32) se ramène 
à la résolution de l'équation différentielle elliptique linéaire 


P' (un) (un+1) = P° (un) (un) — P(u) (nn =0,1,...). (34) 


Si l'on se sert du processus modifié, à chaque pas on obtient l’équa- 
tion elliptique 


P' (uso) (Uun+1) = P° (uo) (un) — P (us) (n = 0, 1, ...) (35) 


mais avec un premier membre invariant. 

La dérivée seconde de l'opérateur P, qui nous servira à étudier 
la convergence de la méthode de Newton, se calcule aussi sans peine. 
Plus exactement, il est clair que P”(u) (z, y) est une forme bili- 
péaire de x et y et de leurs dérivées premières et secondes avec des 
coefficients dépendant de u. Il importe de remarquer que cette forme 
ne contient pas de produit des dérivées secondes de zx et y. 

Penchons-nous maintenant sur les espaces U et V. Imposons- 
leur les conditions suivantes: 

1) L'opérateur P envoie l’espace U (ou sa partie () dans l’espa- 
ce V. 

2) L'opérateur P doit être deux fois dérivable et les expressions 
de ses dérivées sont celles indiquées plus haut. 

3) Quel que soit u € Q, les coefficients F, de la forme bilinéaire 
P” (u) (x, y), traités comme des opérateurs de multiplication, sont 
des opérateurs linéaires continus de V dans V et 


IFIÈSM (uEQ). (36) 


: . 8%+Bz 
De façon analogue, si æ EU, la fonction 50 (œ, B—=0, 1; 
s 


a+B<1), traitée également comme un opérateur de multiplica- 
tion, est un ts: linéaire continu de V dans V et 


AAC (37) 


9s® Po 
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4) L'opérateur qui associe à l'élément zE U sa dérivée 
a+, 
nr B (&, B=—0, 1, 2; «+ B<2) est un opérateur linéaire continu 
sa 


de Ü dans V. 

5) L'opérateur P” (u,) admet un inverse continu l, = [P' (u,)l”! 
de V dans U. 

Les espaces U et V remplissant ces conditions seront dits associés. 
Le théorème 1.6 s'applique à un tel couple d'espaces, pourvu que 
l'approximation initiale u, soit correctement choisie. En effet, les 
conditions 3) et 4) nous disent que || P" (u) || est uniformément bor- 
née, puisque, par exemple, en vertu de (36) et (37), on a pour le terme 


de la forme F — . dy 


|F & 0z dy V 


“es ot |[y LE 


ur lvl MM Est. 


On indiquera plus bas rie couples d'espaces associés. Les 
conditions 1) à 9) ne seront vérifiées que pour le premier cas, qui est 
le plus élémentaire. 

Considérons l'équation *) 


P(u)æ=n(u)+R(u)=Au+ 2 (pH)+ 2 (4H)=@ 


(a(&)= Au, R(u)=< (pH)+< (4H) 


(38) 


et le problème de Neumann 


à 
— =0 (39) 


sur la frontière du carré Q = [0, x; 0, xl. 

On supposera que la fonction H est bornée et est continue avec 
toutes les dérivées nécessaires. 

La formule de Green nous dit immédiatement que si u vérifie 
la condition aux limites, alors 


| | [P (u)] ds dt 0; (40) 
Q 


donc la fonction œ doit satisfaire à la condition | [pds dt =0. 
Q 


*) Comme équation de ce type citons l'équation de la surface minimale 
D 

& Vrrmte D Vire 

On rencontre ce type d'équation dans le problème de torsion plastique. 
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S'agissant de l'équation (38), considérons le couple d'espaces 
U=W®, V=W, 


où W est composé des fonctions uE W.” vérifiant la condition 
aux limites (39) et la condition 


| u (s, t) ds dt = 0. (41) 
"Q 

L'espace l'A est formé des fonctions v € W2” vérifiant la condition 
| | v(s, t) ds dt — 0. (42) 
Q 


Munissons les espaces indiqués des normes respectives 


lul= [ff 2 (Er )" ds à |", 
Ivl=[ f$ (RH) +($))aal" eu, vev. 


Vérifions que le couple U, V satisfait bien aux conditions 1) à 5) 
(pour Q on prend une boule de rayon assez grand). 

Le théorème d'immersion nous dit que les dérivées secondes de la 
fonction uw € U sont de puissance p-ième son:mable quel que soit p. 
donc en particulier 


Ba + ) ‘sat |" <Allu ll. (43) 


Il en est de même pour les autres dérivées secondes. La fonction w 
et ses dérivées premières p et qg sont bornées. 
Considérons le terme caractéristique de l'expression de {| P (u) ||: 


(LT Te (a) aa} < (SF (4 HS)" dsat}"+ 
H(JLGE Era 2) ET ea) 
mu Var a{T 


me (LT (ere) {S (Ee) aa" 


Le second terme est fini en vertu de (43); les termes non écrits le 
sont de toute évidence, donc P (u) € V. 

On vérifie par les mêmes raisonnements que P est dérivable et 
que P (u.) est de la forme (33). On commence par établir que l’expres- 
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sion (33) est la dérivée faible, et comme P” est continue, on déduit 
que P est dérivable. Il en va de même pour la dérivée seconde. 
Considérons la fonction F qui est coefficient de la forme bili- 
néaire P” (u) (x, y). Il est évident que F est la dérivée partielle de 
la fonction À, donc elle est continue et bornée. Pour vE Vona 


1] [+ . +. 
AID ANES Er DÉC 
< max | F|I|v||+ 
2 
ua AL (C++ SE +) J'dst} (49) 


Le théorème d'immersion nous dit que la fonction v est de puissance 
p-ième sommable quel que soit p, et, en particulier, 


([fpée.nrat}" emo. 
Q 


Utilisons ceci pour majorer l’un des termes de l'expression du milieu 
de (44). Par exemple 


(LIL au)" 
<max|S LA je | v* ds aY"{[( 1 7e =) ds sat)" M, il vil: 


De ce qui vient d'être dit, il suit que l'opérateur considéré est un 
opérateur linéaire continu de V dans V, et de plus est réalisée (36). 
La deuxième partie de la condition 3) résulte de ce que la fonction 
u E U est bornée avec ses dérivées p et g. 

La condition 4) est évidente. 

Voyons la condition 5). Pour utiliser les raisonnements de 2.6, 
il suffit de prouver que l’opérateur de Laplace, traité comme un opé- 
rateur de U dans V, possède un inverse continu. A cet effet, étudions 
l'équation 


Au =v (LE V). (45) 
Développons le second membre en série de cosinus 


U(s,t)— D) arm C0Skscos mt. 


, M=0 


oo — Ô en vertu de (42). On voit donc sans peine que l'unique 
solution de l'équation (45) vérifiant Ja condition aux limites (39) 
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est donnée par la série 


u(s, t)— S Sr 2% cos ks cos mt. 
R, Mmæ0 


Vérifions que uv € U. En effet, les dérivées de la fonction v étant 
de carré sommable, on a 


5 (k2+ m?) aim = M4 | | (SR) + (5) dsdt=M,llv|P. 
Q 


k, Mæ0 


La convergence en moyenne des séries définissant les dérivées troisiè- 
mes de la fonction w est alors évidente, par exemple 


dus, t) 
0 À S po Eu 7 rm COS Es cos mt. 


" Mas0 


Ceci étant 


1] (aror) ddt= Ms D qpmas din € 


D, Kai Mllv|P. 
R, Ma 


Donc u EU et [ul < Ma lvl; et l’existence de l'opérateur A7! 
est prouvée. 

On peut donc appliquer les théorèmes de convergence de la mé- 
thode de Newton. À noter en particulier que si, au lieu de l'équation 
(38), on considere l'équation 


Au+u] + (p4)+ 2 (44) | =, 


où jp est un paramètre, alors, la solution existant pour u = 0, elle 
existera, d’après le théorème 2.6, pour tous les u assez petits. 

On remarquera qu’en appliquant le schéma du théorème 2.6, on 
obtient la solution de l'équation de Poisson à chaque pas. 

En conclusion indiquons sans entrer dans les détails deux couples 
d'espaces associés. Dans le problème de Dirichlet on peut prendre, 


par exemple, ÜU = We, V = L. La vérification des conditions 1) 
à 4) ne soulève aucune difficulté. Ce qui n’est pas le cas de la con- 
dition 5) qui est difficile à établir. 

Enfin, pour U on peut prendre l’espace Lip? & de toutes Îles 
fonctions continôment dérivables, dont les dérivées secondes véri- 
fient la condition de Lipschitz dans le rapport &. V sera alors l’espace 
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Lip &«. Comme dans le cas précédent, la principale difficulté est la 
vérification de la condition 5) qui implique l’utilisation de théorèmes 
fins de la théorie des équations aux dérivées partielles. 

D'autres applications de la méthode de Newton sont accessibles 
dans les travaux de Myssovskikh [2], de Nikolaéva [1]. 


$ 4 La méthode de Newton dans les espaces 
réticulés normés 


La méthode de Newton, développée au $ 1 pour les espaces normés, 
passe pour une plus vaste classe d'espaces étroitement liés aux lattis 
vectoriels : la classe des espaces réticulés normés. Les résultats des 
numéros 4.1 et 4.2 sont dus à L. Kantorovitch [4], [10], [12], de 
4.3 à A. Balouev [1]. Notre exposé suit Voulikh [I] dans lequel sont 
accessibles les démonstrations détaillées des théorèmes énoncés et 
les références bibliographiques. Sr. 

4.1. On dit qu'un espace vectoriel réel X est un espace réticule 
normé par un lattis vectoriel Z si à tout élément zx € X est associé 
un élément positif | x] € Z, appelé sa norme abstraite, vérifiant les 
axiomes ordinaires : 


1)121>0 si z-x0; 
2D1kI=1Alz];: 
3) 1m +z1<lal+lzl. 


On dira que Z est un lattis vectoriel normant. Un espace normé 
est un cas particulier d’un espace réticulé normé: dans ce cas le 
l.v. normant est le X-espace des nombres réels. De façon plus géné- 
rale, tout e.l.c. peut être représenté comme un espace réticulé normé 
par un X-espace s (7), où la puissance de T est égale à celle du système 
générateur de semi-normes. Enfin, si dans un I.v. X quelconque, pour 
norme abstraite d’un élément on prend le module de cet élément, 
alors on fait de X un espace réticulé normé dont le 1.v. normant est X 
lui-même. 

Soit X un espace réticulé normé par un I.v. Z. On dira qu’une 
suite {x,} est (oZ)-convergente vers un élément zE X (x,, xE X) 
et l'on notera rx, (7 zsi lzn — z| (9) Q dans X. Une suite Le 


€ X est dite (oZ)-fondamentule si dans Z existe une suite z,, | 0 
telle que 


[Zn — Im| 2m pour tous les nr > m. 


Si toute suite (0Z)-fondamentale est (oZ)-convergente, on dit 
que l’espace X est (oZ)-complet. Un B-espace est (oR')-complet ; un 
K-espace X est (oX)-complet. 

Les espaces X [ Y] à norme mixte introduits dans XI.1.3, tome 1, 
constituent un important exemple d'espaces réticulés normés. 
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L'espace X [Y] peut être considéré comme étant normé par le X- 
espace X si la norme abstraite est définie par la formule 
IX) =1X (-, 0 ll. 

On laisse au lecteur le soin de vérifier que l’espace X [ Y] est 
(oX)-complet. 

Introduisons quelques notions indispensables à l'étude de la 
méthode de Newton. 

On supposera dans 4.1 et 4.2 que X et Y sont des espaces réticulés 
normés par des X-espaces Z et W respectivement. 

Soit U:X—+ Y un opérateur linéaire. Un opérateur linéaire 
positif U,: Z— W est majorant modulaire d'un opérateur U si 

[U G)I< Uzl 
pour tous les z € X. 

Introduisons la notion de dérivée d’un opérateur qui nous servira 
dans l'étude des équations fonctionnelles. 

Soit P: X—+ Y un opérateur quelconque. Prenons un élément 
fixe x, € X et supposons qu'il existe un opérateur linéaire U : X — Y 
tel que pour tout x € X et toute suite de nombres f, — 0 (t, — 0) 
on ait 

(W)-lim À Eee Ce) =U (x). 
On dit alors que l'opérateur linéaire U est la dérivée de l'opérateur P 
au point x, et l'on écrit 
U = P' (Zo). 


Voyons maintenant la notion d'intégrale. Soient x,, x € X. Dé:- 
signons par {[x,, xl] l'intervalle reliant les points x et y (cf. I1.3.1, 
tome 1 ; à ne pas confondre avec un intervalle au sens de la structure 
d’ordrel!). 

Soit donnée sur l'intervalle [[x,, z]] une fonction F (x) dont les 
valeurs sont des opérateurs linéaires de X dans Y. 

Soit donnée une suite {o,} de partitions de l'intervalle [0, 1]: 0 — 
= tp Lt LL... Lin = 1 telle que À = max ({x+, — tx) + 0 et 
soient fixés ty € Lt, tn+1] (0 SE L'n — 1). Posons Ex = (1 — 7t;) X 
X Zo + Tax. Si dans Y existe la (0W})-limite de la suite des sommes 
intégrales 


n—1 
2 F (Ën) (tn+1—tn)s 
alors cette limite qui ne dépend pas du choix de {o,} et {t:} est 
x 
appelée intégrale de la fonction F et notée | F (x) dz. 


X0 
Cette définition vaut en particulier pour la dérivée P” (x) de 
l'opérateur P: X —+ Y. On dira qu'un opérateur P est justiciable 
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de la formule de Newton-Leibniz sur un ensemble Q € X si P” (x) 
existe pour tous les x € Q et 


Xo+àx 
P(zo+Az)— P(x)= | P'(x)dz 
Xo 
pour tous les Az tels que z, + Az € (2. 

Nous n'indiquerons pas les conditions de validité de la formule 
de Newton-Leibniz, en laissant au lecteur le soin de formuler une 
condition suffisante à partir de la démonstration de XVII.1.7 (cf. 
Voulikh [1], page 372). 

4.2. Supposons maintenant que X est (0Z)-complet. Soit l'équation 


P (x) = 0, (1) 


où P est un opérateur de X dans Ÿ. Fixons x, € X. Comme dans 1.1, 


pour résoudre l'équation (1) nous pouvons utiliser la méthode de 
Newton 


Tn+1 = Zn — LP (NT (P (a) (mn —=0,1,...; x — 2x) 
et la méthode de Newton modifiée 
Tn+1 = En — [P' (co) (P (x) (n = 0, 1, ...). (2) 


Nous nous limitons à une étude brève de la méthode modifiée 
de Newton. Posons l, = [P’ (x5)l"! (la seule condition imposée à 
T, est d'être un opérateur linéaire défini sur Y tout entier). Outre 
l'équation (1) considérons l'équation 


Q (4) = 0, (5) 


où Q est un opérateur de Z dans W, qui sera équation maÿjorante. 
Soit donné dans Z l'(o})-intervalle [z,, z']; 


D = {zEX:|r—- 21] < 27 — 2}. 


THROREME 1. Supposons que les opérateurs P et Q vérifient les con- 
ditions suivantes: 

1) l'opérateur P est justiciable de la formule de Newton-Leibniz 
sur l'ensemble D; 

2) l'opérateur Q est justiciable de la formule de Newton-Leibniz 
sur l'intervalle [z0, 2]; 

3) Si {zn}n=1 © [20 Z°] et 2 D, alors Q(z»)—+Q (2); 

4) existent les opérateurs inverses: T, — [P' (x,)l”! défini sur Y 
tout entier, et As = 1Q’ (20)]7! défini sur W tout entier, et de plus 
Ao € Lyo (W, Z) et A est majorant modulaire pour T,; 

5) | FoP (to) | < — A0 (20) ; 

6) si rEDet 2612, 2° sont tels que | rx — x5 | < 2 — 20, alors 
l'opérateur I — A,Q" (z) est majorant modulaire pour I — T,P" (x); 
18% 
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7) l'équation (3) admet une solution z sur l'intervalle [29, z']. 

_ L'équation (1) admet alors une solution z vérifiant la condition 
| TL — ZX EE 2 — 20, vers laquelle (oZ)-converge le processus modifié 
de Newton d'origine xs. 

Si dans les conditions du théorème 1, l'équation (3) admet une 
solution unique sur l'intervalle [z,, z'], alors l'équation (1) admet 
une solution unique sur l’ensemble D. 

.. La démonstration de ces résultats figure dans Voulikh [1] (théo- 
rèmes XII.5.1 et XII.5.2). 

4.3. Si l’ équation fonctionnelle est résolue sur un espace ordonné, 
on conçoit qu'il faille chercher deux suites monotones convergeant 
vers cette solution de divers côtés. Les résultats exposés peuvent être 
interprétés comme une généralisation abstraite de la méthode de 
S. Tchapliguine de la théorie des équations différentielles ordinaires. 

Soit l'équation 

U (x) = 0, (4) 


où U est un opérateur d’un X-espace X dans un I.v. Y. 


LEMME 1. Soient réalisées les conditions suivantes: 
41) il existe x,, z' E X tels que 
To Ste et U(r) <0< U (x); 
2) il existe un opérateur linéaire T de X sur Y tout entier tel que 
si To LT LT, alors 


U(a)+T(i—-x) SU <U() +T(&—-%); (5) 
3) l'opérateur T admet un inverse positif T7? 


A lors 
a) les éléments x, et x définis par 


= 2Zo— TU (x), = 2 — TU (x) 
vérifient les inégalités 
To << To TETE < U (x); (6) 
b) si l'équation (4) admet une solution z sur l'(o)-intervalle [x,, x;), 
alors nLI< Ti 


DEMONSTRATION. Comme U (x) <0 et l'opérateur T1 > 0, 
il vient TU (xs) < 0, d'où x, > z0. De façon analogue, x, < 2;. 
Par ailleurs 


TG = 2% — To + TU (xo) = TT (re — 2) + TU (x) = 
= TIIT (x — x) + U (xo)l. 
Le second membre de (5) et la condition 1) entraïnent 
T (4 — 20) + Um) >U (x) >0, 
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d'où z, — 1 > 0. Donc x, < x, < x, et l’inégalité (5) est réalisée 
pour x = zx,. D'où æ 
Ù (æ) SU (50) + T (1 — to) = U (£o) — TTTU (x) = 0 
et 
U (x) + T(n — x) < U (x) < 0. (7) 
D'autre part 
Zn =z—-TUU (cc) -x = TT (x — 2) — TU (x) = 
= —TAIU (x) +T (x — 2j), 
d'où, en vertu de (7), x, — z, > 0, c’est-à-dire x, < z;. 
En portant x = zx, dans le premier membre de (5), on obtient 
Ur)>U(G)+T(s-zx)=U(x) — TT'U (x) = 0. 
Ce qui prouve les inégalités (6). Reste à vérifier la proposition b). 
Soient z,<Tr<r, et U (zx) —0. En vertu de (5) 
Z— 22 — 20 TU (x) = TE [U (x) +T (2—20)]> TU (x) —0, 
d'où 2>zT4. On établit de façon analogue que ZT. Et le lemme 
est prouvé. 
THEOR£ME 2. Soient réalisées les conditions suivantes: 
1) 0 < 2 et Ur LOL Ur; 


2 si {zh Cr 29] et 2-22, alors U (3) TU (x); 


3) l'opérateur U est justiciable de la formule de Newton-Leibniz 
sur l'intervalle [x,, x): 

4) il existe un opérateur linéaire T de X sur Y tout entier tel que 
pour tous les x € [xo, xs) on ait [U” (x)] (h) < T (h) pour touth EX, ; 

5) l'opérateur T admet un opérateur inverse positif (o)-continu T”1. 

A lors l’ensemble des solutions de l'équation (4) appartenant à l'in- 
tervalle [x,, x] n'est pas vide et admet un minimum z* et un maxi- 
mum z**. Si, de plus, les éléments x, et x, sont définis par les for- 
mules récurrentielles 
Tn — In  — TU (Zn 1)» In — Tn- — TU (zn-1) (nr € N), (8) 
alors x, Î z* et ra | z**. 

DEMONSTRATION. Montrons que les opérateurs ÜU et T vérifient 
les conditions du lemme 1 sur tout intervalle [x,, z,1. 

Prouvons que pour tous zx, x et x’ tels que 


DELILILT ET, 
on a l'inégalité analogue à (5): 
U(z')+T(z—2")<U (x) SU (z)+T(z—2), (9) 
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En effet, la condition 3) et la définition de l'intégrale nous 
donnent 


U(z)—U(z)= | U'(z)dz< | Tdz—T(z—72), 


| HV" H 
| He) 


U(z')—U (z) = | U" (x) dz< | Tdz=T(z'—7x), 


d'où l'inégalité (9). 

En se servant de (9) et de la condition 1) on s’assure par récur- 
rence que les conditions du lemme 1 sont remplies pour tous zx, 
et x}, donc 

Lo Le Lin Le La Lee LT KL Te. 

L'espace X étant un X-espace, il existe z* = sup z,, z** — 
— inf z, et de plus x, f z*,z, | x**. En passant à la (o)-limite dans 
les formules (8) et en tenant compte de 2) et de 5). on obtient 


TU (z*) = TU (x**) = 0, 
U (z*) = U (z**) = 0, 


‘c’est-à-dire z* et z** sont solutions de l’équation (4). De plus, le 
lemme 1 nous dit que toute solution x de l'équation (4), contenue 
dans l'intervalle (zo, x), vérifie x, <Sz Lz, pour tous les n, 
donc z* < x < z**. Ce qui achève la démonstration du théorème. 


d’où 


ANNEXE 


Dualité entre espaces vectoriels 


Nous étudions en annexe la dualité entre espaces vectoriels. 

Si dans l’espace vectoriel L (X) de toutes les fonctionnelles linéai- 
res définies sur un espace vectoriel donné X, on considère une partie 
assez riche, il existe alors dans X une multitude de topologies locale- 
ment convexes pour chacune desquelles ces fonctionnelles sont con- 
tinues. Si, de plus. l’on exige que seules les fonctionnelles soient 
continues pour les topologies envisagées, alors la description com- 
plète de ces topologies constitue le théorème de Mackey-Arens dont la 
démonstration est le but de l'annexe. 

Seul le paragraphe 2 est consacré à la dualité proprement dite. 
Dans le paragraphe 1 on expose des faits supplémentaires relatifs 
à la théorie des correspondances et à la théorie des fermetures sur 
des ensembles ordonnés. En effet, quand on étudie des espaces 
vectoriels topologiques on est conduit à analyser les liens existant 
entre la structure topologique et la structure vectorielle qui est de 
nature foncièrement algébrique. Il se trouve en outre que la fer- 
meture topologique des ensembles qui est entièrement caractérisée 
par les axiomes de Kuratowski, et les diverses enveloppes des ensem- 
bles (telles les enveloppes absolument convexes. affines. etc.) dont 
il est fait un large usage, présentent de nombreuses affinités. Beau- 
coup de faits les concernant, eux et leurs liaisons, peuvent être 
obtenus selon un schéma unique comme cas particuliers de la théorie 
générale des fermetures sur des ensembles ordonnés et notamment 
de la théorie des fermetures introduite par E. Moore. Les ensembles 
fermés (pour une topologie), les ensembles absolument convexes, les 
ensembles linéaires, etc., sont traités comme des « points» fixes 
des opérateurs de fermeture correspondants. La continuité des opé- 
rations algébriques peut aussi être exprimée en termes d'opérateurs 
de fermeture. 

I] nous a paru utile d'inclure dans cette annexe certains faits 
généraux sur les liaisons de Galois engendrées par des correspondances 
entre deux ensembles. Ces liaisons, appelées polaires et polaires 
inverses, servent à étudier la dualité entre espaces vectoriels. 
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Le texte de l’annexe est dû dans son ensemble à G. Akilov. 

Les auteurs tiennent à exprimer leur reconnaissance à G. Syrkine 
qui a travaillé à cette annexe en améliorant le texte du $ 1 (en par- 
ticulier des n°® 1.1, 1.2) et en rédigeant entièrement les n°5 1.3, 
1.4 (à l'exception du théorème 11) et 1.7, 


$ 1. Correspondances. Fermetures sur des ensembles ordonnés 


‘ 1.1. Pour exposer en détail les problèmes mentionnés plus haut 
nous aurons besoin de la notion de correspondance ou application 
multivoque. 

Nous appellerons relation binaire tout ensemble dont les élé- 
ments sont des couples ordonnés. *) 

Si F est une relation binaire, on dit qu’un couple ordonné (x, y) 
vérifie F et on note xFy (ou encore F (x, y)) si et seulement si (x, y) € 
€ F. Il est clair que toute relation binaire F est confondue avec 
l'ensemble de tous les couples ordonnés (x, y) vérifiant cette rela- 
tion: F = {(x, y): zFy}. Signalons que nous appelons relation 
binaire ce que Bourbaki appelle graphe dans la « Théorie des en- 
sembles ». 

Soit F une relation binaire. L’ensemble des premières compo- 
santes des couples de F s’appelle domaine de définition ou encore 
première projection de F et se note Z (F) ou Pr, (F). L'ensemble des 
deuxièmes composantes des couples de F s'appelle domaine des 
valeurs ou encore deuxième projection et se note .# (F) ou Pr, (F). 
Il est évident que l'inclusion F € À x B est équivalente à la con- 
jonction des inclusions Z (F) € À et Z (F) & B quels que soient 
les ensembles À et B et la relation binaire F. L'ensemble Z (F) | 
UZ (F) s'appelle corps de la relation binaire F et se note F£7 (F). 
Il est manifeste que le corps de la relation binaire F est confondu 
avec le plus petit (au sens de &) des ensembles À tels que F & 
€ À x À. Tout triplet **) ordonné (X. Y, F), où FE X x y. 
s'appelle correspondance de domaine de départ X, de domaine d'arri- 

vée Ÿ et de graphe F. 


*) On introduit la notion de couple ordonné comme une notion primaire 
à l’aide de l’axiome: 


Vis Zas Vas Ve (en 22) = Qu V) nn = D &zs= y) 


comme dans Bourbaki par exemple. On peut encore adopter la définition « expli- 
cite » d’un couple ordonné suivant Kuratowski :| 


(z15 Ze) = {{t1}, (Zu Z2}} 


qui est généralement utilisée en logique mathématique. 11 est immédiat de 
vérifier que deux couples ordonnés au sens de Kuratowski sont égaux si et seule- 
ment si leurs composantes le sont. 

**) On peut définir la notion de triplet ordonné en termes de couples ordon- 
nés, par exemple ainsi: (x, y, z) = ((x, y), 2). 
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On appelle inverse d’une relation binaire donnée F et on note 
F-1 une relation composée de tous les couples (x, y) tels que 
(y, x) E F. La correspondance (Ÿ, X, F-1) est dite inverse ou réci- 
proque de (X, Y, F) et notée (X, Y, F)"!. Il est immédiat que 
(F1) = Feet & (F) = D (F1) pour toute relation (ou toute cor- 
respondance) F. 

Soient l = (X, Ÿ, F) une correspondance, À et B des ensembles 
arbitraires. Par (4 4 l | B) on désigne alors la correspondance 
(X, Y, F N(A x B)) et on l'appelle trace (ou restriction) de T sur 
(resp. à) l’ensemble À x B. En particulier, si À = X, la corres- 
pondance (X À [' | B) est notée (T À} B); si B = YŸ, la corres- 
pondance (4 À F | Y}est notée (4 1 F) ou encore F° | À et s’ap- 
pelle restriction de T à l’ensemble À. Ces notations et notions étant 
valables aussi bien pour les correspondances que pour les relations 
qui en sont les graphes, nous les formulerons généralement soit pour 
les correspondances soit pour les relations. D'autre part, par abus 
de langage nous identifierons parfois les correspondances à leurs 
graphes si l’on sait clairement de quels domaines de départ et d’arri- 
vée il est question. 

On appelle image d'un ensemble M par une correspondance V = 
= (X, Ÿ, F) et on note T' [M] ou F [W] l'ensemble de tous les 
éléments y pour lesquels existent des éléments x € M tels que 
(x, y)E F. Il est évident que 


TIM] = FIM] = {y: (7€ M), y) € F]} = À TT] M). 


L'image d’un ensemble M par la correspondance inverse de T = 
= (X, ŸY, F), c'est-à-dire l’ensemble T-! [41] = F-1{[M], s'appelle 
image réciproque de M par T. Il est immédiat que 


TIM] = {z: (5y EM) [(z, y) E FD = 8 TIM) = 
= H(T|M). 


L'opération l [-] de passage à l'image d’une partie d’un ensemble 
X par [= (X, Y, F) préserve la réunion des ensembles: pour tout 
ensemble A de parties de X 


FI U Àj= U TA]. (1) 
AEU AE 


Signalons que cette opération ne préserve pas en général l’inter- 
section des ensembles. 

Toute propriété de l'application l'[:] de l'ensemble Y (X) des 
parties de À dans l’ensemble ® (Y) des parties de Ÿ, ayant lieu 
pour toute correspondance ll de À dans Ÿ, peut être déduite comme 
une conséquence purement logique de l'identité (1). puisqu'il 
est évident que toute application q de $ (X) dans Ÿ$ (Y), vérifiant 
(1) (c'est-à-dire préservant la réunion des ensembles), se représente 
de façon unique par une opération de passage à l’image par une cor- 
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respondance (unique) l' entre X et YŸ, c'est-à-dire @ = T'[-]. Au 
lieu de l [M]. on se servira parfois de la notation plus brève TM. 

On dit qu'une relation binaire F est univoque ou fonctionnelle 
(en le deuxième argument) si: 


Vz, ya, Yil(z, y) EF &(z, y) EF = y = Ye]. (2) 


Les correspondances univoques ou fonctions peuvent désormais être 
définies comme des correspondances dont les graphes sont fonction- 
nels (en le deuxième argument) ou ce qui revient au même comme 
des correspondances par lesquelles l’image de chaque ensemble à un 
élément sera soit un ensemble à un élément, soit un ensemble vide. 

Si l'est une correspondance univoque et l'[{x}] = {y}, alors 
l'élément y s'appelle valeur de la correspondance T° en x et se note 
T (x); de sorte que l {{x}] = {T (x)} pour tous les x € Z (T). A noter 
que pour toute correspondance univoque l de À vers Ÿ et pour tous 
ensembles À et B l’image T [A] est confondue avec l’ensemble des 
éléments de la forme F (x) lorsque x parcourt l'ensemble À fN 2 (FT); 
l'image réciproque l-!'{[B] est confondue avec l'ensemble {r € 
€  (T): T'(x) € PR). 

L'opération l'-! {-] de passage aux images réciproques des parties 
d’un ensemble Ÿ par une correspondance ll’ de X vers YŸ préserve les 


intersections non vides: pour tout ensemble non vide {{ de parties 
de Ÿ on a 


FAT AN À]= N FA[AI. (3) 
AE AU 

Toutes les propriétés de l'application l'-! {-] de l'ensemble des 
parties Ÿ (Ÿ) dans l’ensemble %® (X) des parties de À qui ont lieu 
pour toutes les correspondances univoques F de X vers Ÿ sont des 
conséquences purement logiques des identités (1) et (3), puisque toute 
application de %Ÿ (Ÿ) dans $ (X) préservant les réunions et les 
intersections non vides se représente de façon unique sous forme de 
l'opération l'-2[-]. où T est une correspondance univoque de X 
vers Ÿ. 

La notion d'application que nous avons définie de manière peu 
rigoureuse comme un procédé associant à chaque élément d'un 
ensemble X un élément d’un ensemble Ÿ peut maintenant être définie 
de façon plus formelle comme une correspondance univoque TI — 
= (X, Ÿ, F) définie sur le domaine de départ tout entier: Z (T) — 
= D(F) = X. 

Le graphe de toute correspondance univoque l est manifestement 
l'ensemble 


{@, y): y =T(x)} = {@, l'()): z € Z (NT). 
On appelle composition de deux relations binaires F et G la rela- 


tion binaire 
{(z, 2): Sy l(z, y EF & (y, 2) EG} 


$ 1] CORRESPONDANCES 283 


que l’on note GcF*). On appelle composée des correspondances 
(X, Y, F) et (Z, V, G) la correspondance (X, V, G°<F) qui est 
notée (7, V, G)o(X, Ÿ, F). Dans certains cas (par exemple en 
théorie des catégories) la composée est considérée comme définie 
seulement si Ÿ — Z. Les propriétés suivantes de la composition 
sont une conséquence immédiate de la définition: 


(Ge F)[4]=GI[F A), 

R(G°F)=G[Z(F)], 

T(G°F)=F1(Z(G)], 
R(GCF)EA(G), D(G°F)e 4 (F), 


F et G étant des correspondances (ou des relations) quelconques, À un 
ensemble arbitraire. 


La composition est associative, c'est-à-dire Ho(GoF) = 
= (HoG)oF, ce qui nous permet d'écrire Hc°GoF pour Ho(GF) 
et (HeG)F. L'associativité de la composition découle du fait que 
chacune des deux conditions 


(zx, u)E Ho(GoF) et (zx, u) E (H°G}F 
est équivalente à la condition suivante: 
dy, 21(x, EF & (y, 2) EG & (z, u) E HI. 
On peut du reste établir l'associativité à partir des propriétés de la 
composition signalées plus haut de la manière suivante. Commençons 
par remarquer que d’une façon générale la condition de coïncidence 
des correspondances l', et l. de X vers Ÿ équivaut à la coïncidence 
des opérations de passage à l'image l, [-] et l, [:], c’est-à-dire à la 
condition 
(VA & X)IT, A1 = D, AN. 
Or. cette condition équivaut à son tour à la condition plus simple 
(Vr EX) [T, {x} = D, {x}l. 
Reste maintenant à remarquer que 
(He(GeF)) [4] = H [(GF) [AN = HIG{F14]]] = 
— (H°oG)[F [AÏ] = ((H°G)F) [A], VA € X. 
Il est évident que la composée de trois correspondances est : 
HoGoF= | (F-t{y} x H {5}. 
(y, z2)EG 


Soit À un ensemble arbitraire. La relation 
Ta = {& y)E A: z = y} = ((x z): zE A} 


*) On écrit encore Fo G. 
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s'appelle relation d'identité dans l’ensemble A. Il est clair que 
D (T1) = À (T1) = À, que 7, est univoque et que de plus 7, (x) = 
— z pour tout z € À. Si l’ensemble À est contenu dans un ensem- 
ble B, la relation 7 , traitée comme une correspondance de À vers B 
(ou ce qui revient au même comme une application de À dans B) 
s'appelle injection canonique de À dans B. Si F est une correspon- 
dance, on vérifie immédiatement que 


F1oF = lg FoF1S ln 
et de plus 
(AFF B)=l8oFo11, VA, B. 


Si la correspondance F est univoque, la deuxième de ces trois rela- 
tions se transforme en égalité: pour tout y € .& (F) l'appartenance 
ze F7 Us équivaut à zEZ(F) et F (x) = y; donc, l'image 
F (F”1 {y}] composée, en vertu de l’univocité de F, de tous les élé- 
ments de la forme F (x) (x € F7! {y}) est confondue avec l’ensemble 
{y} = Try} 

Formulons maintenant un critère d’univocité des correspondances. 


I. Dire qu'une correspondance F de X vers Ÿ est univoque revient 
à dire que FF" I; ou encore qu'il existe une correspondance ® 
de Ÿ vers X telle que D(F)E 4 (Det FD Tan Ces deux 


inclusions entraînent en outre D15F. 


Ce critère ne sera pas prouvé, car trivial. 
En utilisant cette proposition pour le cas où f = F-! est une 
application, on déduit sans peine le critère suivant d'injectivité. 


II. Une application f d'un ensemble X dans un ensemble Y est 
injective si et seulement si existe une correspondance @ de Y vers X 
telle que qof = Tr) = Tx. De ces égalités il résulte en particulier 
que m/f. 

Toute application œ de Ÿ dans X vérifiant la condition cf — 
= Tg() est dite inverse à gauche de f. 

On dit qu’une correspondance F de X vers X est une involution 
dans X si 2 ([) = #4 ([) = X et lol = 7,4. L'univocité de l'in- 
volution T résulte de la proposition I, donc l'injectivité de F 
découle de la proposition IT. On a T1 = T puisque l € Tr! d’après 
la proposition I, donc le F. 

Comme exemple d'involution on a l'application du plan com- 
plexe dans lui-même, qui à tout nombre complexe z associe son 


conjugué complexe z. On obtient un autre exemple d'involution si 
à tout élément z d’un espace vectoriel donné on associe l'élément 
—z. Enfin en associant à toute partie À d’un ensemble 7 le complé- 
mentaire 7 X À (relativement à T') on a un troisième exemple d'involu- 
tion dans l’ensemble %$ (T) de toutes les parties de l’ensemble 7. 
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On dit qu’une correspondance P est idempotente si Po P = P. 
L'idempotence d’une application P est équivalente à la relation 
(Vz E D (P) [IP (P (z)) = P (z)] qui est l'expression algébrique 
d'une condition disant que tout élément de l’ensemble de valeurs 
de P est un point fixe de cette application: (Vy € Z (P)) [P (y) = 
— y]. (Par point fixe d’une correspondance F on comprend tout 
point y tel que (y. y) € F.) Pour l'application F il est équivalent 
de dire que F (y) = y. L'ensemble de tous les points fixes de F 
se désigne par Fix (F). Vu que chaque point fixe d’une correspon- 
dance appartient toujours à l’ensemble de valeurs de F (ainsi qu'à 
son ensemble de définition), nous pouvons « renforcer» la remarque 
faite plus haut sur l’idempotence d’une application. Plus exacte- 
ment, pour qu'une application P soit. idempotente, il est nécessaire 
et suffisant que l’ensemble de ses valeurs soit confondu avec celui 
de ses points fixes : 4 (P) = Fix (P). Dans le langage géométrique, 
dire qu’une application P est idempotente revient à dire que cette 
application « projette» son domaine de définition dans son domaine 
de valeurs en laissant fixes ses valeurs et elles seules. Pour cette 
raison, les applications idempotentes seront encore appelées projec- 
teurs. 

Il existe un critère simple d’idempotence qui indique comment 
obtenir en général des applications idempotentes. 

Pour qu'une application P soit idempotente (c'est-à-dire un projec- 
teur) il est nécessaire et suffisant qu'elle se représente par la composée 
P = jo p, où f et @ sont des applications telles que of =1I D) 

« La nécessité découle du fait que si P est idempotente, pour 
et f on peut manifestement prendre P et 7 RP) 

La suffisante résulte de ce que 

PoP=(fopho(fop)=fo(pofop=felgpep=fop=P. k 

1.2. Dans ce numéro nous exposons les principaux faits qui con- 
cernent les fermetures sur des ensembles ordonnés. c'est-à-dire des 
opérations idempotentes, croissantes, dilatantes sur ces ensembles. 
Nous aborderons les problèmes de caractérisation des ensembles de 
points fixes des fermetures (dits éléments fermés) et établirons les 
liens existant entre les bornes pour un système d'éléments fermés 
et les bornes pour l’ensemble ordonné initial sur lequel est définie 
la fermeture. 

Introduisons quelques notations liées aux ensembles ordonnés. 
Soit donné un ensemble ordonné X = (X, <). Pour deux sous- 
ensembles quelconques À et M de X (plus exactement pour des sous- 
ensembles du support X de X), désignons par By(A) l'ensemble des 
bornes inférieures (ou minorants) de À qui sont éléments de l'ensem- 
ble M: Bu (4) = {rEM:(VyE A) (zx <y)}. 11 est évident que 
Bu (4) = Bx (4) NM. De façon duale, par By (A) on désignera 
l’ensemble : {x € M: (Vy € A) (y  x}}. Ici aussi By (4) = Br (4) N 


286 ANNEXE 


NM. Au lieu de Bx et Br onécrira respectivement B etf”. SizEX, 
l’ensemble {y € M :z < y} sera appelé coupe inférieure de M suivant x 
et noté M, ou encore [r, +). De façon duale, l’ensemble {y EM :y< 
< x} sera appelé coupe supérieure de M suivant x et noté M° ou encore 
(—, zlu. Si M — X, au lieu de X, et [x,— )- on écrira [x,—) et 
au lieu de X° et (<—, z]z, (<—, x]. On désignera par Min À le plus 
petit élément ou élément minimum (s'il existe) de À et par Max À 
le plus grand élément ou élément maximum (s'il existe) de À. Les 
opérations Min et Max sont donc des opérations partielles (c'est-à- 
dire non partout définies) sur les parties de À à valeurs dans X. 
Ces opérations peuvent être définies symboliquement : 
Vz(zeA< Min A<z7], Vrz[rxE A z<Max À]. 

Introduisons enfin les notations pour les bornes relativement à un 
ensemble MC X. On appelle borne inférieure (ou intersection) d'une 
partie À d'un ensemble ordonné X = (X, <) relativement à un 
ensemble M l'élément maximum (s’il existe) de l’ensemble By (4) 


et on le note inf,A ou encore f\M À, f}j"xr. Il est évident que 
xEA 


infwA = Max Bm (A). On introduit de façon duale la notion de 

borne supérieure (ou réunion) d'un ensemble À relativement à un 

ensemble M et on la note sup;:,4 ou [JMA, [JMxr. Ici supy A — 
xEA 


— Min By (4). 

Il est évident que les opérations Min et Max sont les restrictions 
des opérations inf et sup respectivement. 

Voyons quelques types d’ensembles ordonnés qui nous serviront 
dans la suite. On appelle inf (resp. sup) quasi-treillis un ensemble 
ordonné dans lequel tout ensemble à deux éléments (ou ce qui re- 
vient au même, tout ensemble fini non vide) minoré (resp. majoré) 
admet une borne inférieure (resp. supérieure). On appelle quasi-treillis 
un ensemble ordonné qui est à la fois inf et sup quasi-treillis. 

On appelle inf (resp. sup) demi-treillis un ensemble ordonné dans 
lequel tout ensemble à deux éléments (ou ce qui revient au même. 
tout ensemble fini non vide) admet une borne inférieure (resp. supé- 
rieure). On appelle treillis un ensemble ordonné qui est à la fois inf 
et sup demi-treillis. 

Il est immédiat de voir qu'un ensemble ordonné est un inf (resp. 
sup) demi-treillis si et seulement s’il est filtrant inférieurement (resp. 
supérieurement) et si de plus il est un inf (resp. sup) quasi-treillis. 

On appelle treillis quasi complet un ensemble ordonné dans lequel 
tout ensemble minoré non vide admet une borne inférieure ou ce qui 
revient au même tout ensemble majoré non vide admet une borne 
supérieure. Montrons que ces deux définitions sont identiques. En 
effet, supposons que dans un ensemble ordonné (X, <) tout ensemble 
minoré non vide admet une borne supérieure et soit M€ X un 
ensemble majoré non vide. Prouvons que Àf admet une borne supé- 
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rieure. Considérons un élément m, quelconque de M (ce choix est 
possible puisque M est non vide). L'ensemble B*(M) des majorants 
est minoré (par exemple, par m,), donc il admet une borne inférieure 
inf f* (Âf) qui sera borne inférieure de M, ce qu’on vérifie immédia- 
tement. 


DerINITION. On appelle fermeture *) sur un ensemble ordonné 
X = (X, <) toute application idempotente, croissante, dilatante P 
sur le support X de X, c'est-à-dire une opération P sur X telle que soient 
réalisés les azxiomes de la fermeture: 

(C.1)p: Vz [P(P(x)) = P(x)] (idempotence) ; 

(C.2)P: Vz, y[xz<y—=P(x) LP (y)] (croissance) ; 

(C.3)p: Vz, [(z<P(zx)]. 

On a vu plus haut que l’idempotence de P signifie que P applique 
X — 4 (P) sur l'ensemble de ses points fixes: .# (P) = P IX] = 
= Fix (2). Si P est une fermeture, l'élément P (x) sera dit P-ferme- 
ture de x € À. Les élémentsfixes de P sur X, c'est-à-dire les éléments 
de P [X] sont dits éléments fermés de P. 

Signalons que l’axiome (C.1), est équivalent (sous l'hypothèse 
de la réalisabilité de (C.3)2 à la propriété suivante: 


(C.1)p: Vz[P(P (x) <P (x)]. 


Voyons maintenant les notions duales de celles que nous venons 
d'introduire. 

On appelle intérieur **) sur un ensemble ordonné X une opération P 
qui est fermeture sur l’ensemble ordonné X-! = (X, <71) = (X. >) 
muni de l’ordre inverse. Si P est un intérieur sur X, ses éléments fixes 
sont dits éléments ouverts de P, et P (x). P-intérieur (ou noyau ou- 
vert) de x. 

Les axiomes (C.1), (C.2) et (C.3) qui servent ordinairement à dé- 
finir la notion de fermeture sont malgré leur simplicité assez algébri- 
ques et recèlent le sens intuitif de cette notion. 

Nous allons donc exhiber un autre système d’axiomes de ferme- 
ture plus efficace du point de vue de l'établissement d’une classe 
assez naturelle de propriétés de la fermeture ***). 

Ce système qui est composé de l’axiome (C.3); et de l’axiome 


(C.4)pt Vz, y <P(YæP(ND< EP (y) 


s'appelle principal. 
La démonstration de l’équivalence des deux systèmes sera omise, 
car triviale. 


*) Dans les applications, les fermetures seront encore appelées projecteurs 
en haut ou enveloppes. 
*+) On l'appelle parfois projecteur en bas. 
+++) L'explication du sens exact et de la démonstration de cette assertion 
implique l'usage de méthodes de logique et d’algèbre. 
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Donc, le fait que l'opération P sur X est une fermeture sur X 
s'exprime maintenant à l’aide de la condition (C.3)h& (C.4)», qui 
signifie de toute évidence que la fermeture P (x) de tout élément 
z E X est le plus petit de tous les éléments P-fermés majorant zx: 


(C.5)p:(VrE X) [P (x) = Min (PIX] Nfz,—)) — 
= Min (Fix (P) Ne, —))l. 


Il est utile d'envisager la relation suivante entre les opérations P 
sur X et les ensembles MC X: 


(C.6)p, w:(Vz € X) LP (x) = Min (M Nz, —+))l. 


Si pour un ensemble M X il existe une opération P sur Z liée 
à l’ensemble M par la relation (C.6), ;;. alors cette opération est 
visiblement définie de façon unique par Àf. Ceci étant, on vérifie 
immédiatement que P est une fermeture sur l’ensemble ordonné 
X = (X, <), et M le système de tous les éléments fermés de P: M = 
— PI[X] = Fix (P). Nous ne donnons pas la démonstration de ce 
fait simple, car c'est un cas particulier d’une proposition plus géné- 
rale qui sera prouvée au n° 1.4 (théorème 1). 

De ce qui précède il suit le 


THEOR£ME 1. Pour que dans un ensemble ordonné X = (X,<) un 
ensemble M soit représentable par un système d'éléments fermés d'une 
opération de fermeture P sur X, il est nécessaire et suffisant que sur 
chaque coupe inférieure M, = M fMÎz,—) de cet ensemble M suivant 
x € X ilexiste un plus petit élément, c'est-à-dire que l'on ait la condition 


(C.7T)m: (Vz € X) (3y € X) [y = Min (M Nfz,+))l. 


Si en outre cette condition est réalisée sur M, alors la fermeture P, qui 
est mentionnée dans le théorème, est définie de façon unique par l'ensem- 
ble M:P(z\ = Min (M Nlz,—)), Vre X. 

<« Pour démontrer ce théorème (compte tenu de ce qui a été dit 
avant) il reste à remarquer que la condition (C.7), sur M équivaut 
à l'existence d’une opération P sur X liée à cet ensemble par la rela- 
tion (C.6)p, ns, c’est-à-dire équivaut à la condition: 


GP:X— X) (VrE X) LP (x) = Min (M Nix, —))l. 


ce qui est intuitif *). bp 
Signalons que la conjonction (C.3)» & (C.4)» équivaut manifeste- 
ment à la condition suivante sur l'opération P: 


(C.8)»:Vz, y IT <P (y) <= P (x) < P (y)l. 


*) On peut du reste le prouver d’une façon formelle en remarquant que 
d’une manière générale une proposition de la forme: (Vz € A)(1y E B) R (x, y), 
où R (x, y) est une proposition « dépendant » des variables x et y, est équiva- 
lente à: (f: À + B)(VrzEA)R (z, f (z)). 
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Dans un langage moins formel, P est une fermeture sur X si et seu- 
lement si tout élément x € X minore les P-images, et elles seules, qui 
sont minorées par la fermeture P (x) de x; il est équivalent de di- 
re que: 


(VAS PIX]) [P[Bx(4) =Brx1(4)]l- 


I] résulte de la condition (C.8), que les opérations inf, et infp tx) 
sont confondues sur les parties de P [X]: 


(VA CC P{X)) [infx (A) — infpçx] (4)]. 


A propos du signe «- (souvent désigné par =) on adoptera la 
convention suivante. Si Z' et U sont deux termes quelconques, l’éga- 
lité T «+ U signifie que si la valeur d’un membre de cette égalité 
est déterminée, celle de l’autre le sera également et ces deux valeurs 
sont confondues. Cette notation est d’une grande utilité dans les 
raisonnements sur les opérations partielles. Nous nous proposons à cet 
effet de la définir avec plus de soin. Nous définissons T = U comme 
la relation: Vr [T =x <> U = xl. où les termes 7 et U ne dépen- 
dent pas de x. Nous aurons aussi besoin de l'égalité T = U qui se 
définit par la relation: Vr[T —=r— U = xl. Généralement, l’éga- 
lité forte T = U est comprise comme suit: 3x [T = x = U). 

Nous nous proposons de donner une définition qui nous permet- 
tra de formuler un critère utile affirmant qu'un ensemble ME X 
est l’ensemble des éléments fermés d’une fermeture sur (X, <). 


DeriNiTIoN. On dit qu'un ensemble M d'un ensemble ordonné 
X = (X. <) est régulièrement plongé (vers le bas) dans X si pour toute 
partie À de M la trace f= (A) MN M est cofinale dans B= (A), c'est-à- 
dire pour tout minorant x de À on peut exhiber un minorant y de À 
appartenant à M tel que x < y. 

La régularité de l’immersion vers le bas de l’ensemble Àf dans X 
signifie que toute partie À de M est approchée inférieurement par les 
éléments de Àf pas plus mal que par les éléments de X. 


TH£OREME 2. Pour qu'il existe une fermeture sur un ensemble ordon- 
né X = (X, <) dont l’ensemble des éléments fermés est M, il est néces- 
saire et suffisant que M soit régulièrement plongé (vers le bas) dans X. 


<« D'après les propriétés de la fermeture, seule la condition suffi- 
sante est à démontrer. Supposons que M est régulièrement plongé 
(vers le bas) dans X = (X,<). En vertu du théorème 1, il nous suffit 
seulement de prouver que pour tout x € À la coupe inférieure M, 
admet un plus petit élément. Soit x € X. Il est évident que zx est un 
minorant pour l’ensemble M... L'ensemble M étant régulièrement 
plongé (vers le bas) dans X il doit contenir un élément y > x qui est 
aussi un minorant pour M,. Comme y € M et y > x, il vient y € 
EM, = M ffx,—) et le minorant y sera élément minimum de M... 
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Voyons maintenant comment se transforment les bornes par une 
application de X dans X, qui est une fermeture. 

On remarquera pour commencer que si l'opération P sur X est 
croissante, alors 


PIB (4) SB* (P[ANN PIX] = BPrxy P [AI], 
PIB" (4) SB7 (PIADN PIX] = Brçx P [A]. 


THEOREME 3. Si P est une fermeture sur un ensemble ordonné 
X = (X, <), alors 


(1) PIBx (4)] = Brrx1 (4), VAC PIX]; 

(2) infx (4) infrx](4), VAC PIX]; 

(3) PIBX (4)] = Brx1 (P [AI), VACX ; 

(4) P (supx 4) — suprix) P [4], VAC XX; 

(5) suprx] (4) infx PIBX (4)], VAG PIX]. 


« Comme indiqué précédemment, les relations (1) et (2) sont une 
conséquence immédiate de la condition (C.8)p sur l'opération 
P:Vz,y IPz << Py= x < Pyl. 

La condition (3) est remplie, puisqu'elle est l'écriture symbolique 
du fait simple que tout élément de X est fermeture d'un majorant 
* de À si et seulement s’il est majorant fermé de À. 

Prouvons maintenant la condition (4). Soient AC ZX, y = sup À. 
Montrons que P (y) = sup p [x] P [A]. L'application P étant crois- 
sante et y = sup À il s'ensuit que P (y) est un majorant fermé pour 
PIA]. Supposons maintenant que z est un majorant fermé quelcon- 
que pour P [A], c'est-à-dire (Va € A) la  z = P (:)]. Montrons que 
P (y) £ 2. (En effet, puisque y = sup À et zEB*A,ona y<z. 
D'où, en vertu de la fermeture de z et de la propriété (C.4), il suit: 
P(Y)< 2. 

Nous allons ébaucher les grandes lignes de la démonstration de 
la condition (5) et laisser au lecteur le soin des détails. Si A P IX], 
alors P [A] = À. D'autre part supp [x] À est confondu par défini- 
tion avec l’élément minimum de l'ensemble 5 1x] À :SuPp [x] À 
> Min ff fx] A. Il faut ensuite se servir des relations (1) à (4) 
déjà prouvées. hp 

Ce théorème appelle quelques commentaires. Le numéro 2 dit que 
les opérations infx et infp [x Sont confondues sur les ensembles des 
éléments fermés (corollaire de la condition (C.8)). Dans le cas parti- 
culier où AC PIX], (4) implique: 


(6) suprx4 = P (supx 4), VAS PIX], 


ce qui signifie que l'opération supp fx) est le prolongement de l’opé 
ration de prise de la borne supérieure P-fermée : P + sup+. * 
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Si suprtxy est définie et P (supxA) ne l’est pas (il existe des exem- 
ples simples d’une telle situation), la condition (4) ne nous fournit 
aucune information sur suprçx}A. [Il n'empêche que l'assertion (5) 
qui donne l'expression de suprçx] À valable pour tous les cas, mais, 
il est vrai, eu termes des opérations inf, et BY, présente de l'intérêt. 
Signalons que la condition (2) entraîne immédiatement le 


COROLLAIRE. L'ensemble des éléments fermés d'une fermeture quel- 
conque sur un ensemble ordonné est stable pour les opérations (partielles) 
inf (on dit encore stable pour les intersections), c'est-à-dire la borne 
inférieure (resp. l'intersection) de tout ensemble d'éléments fermés, si 
elle existe, est aussi un élément fermé. 


À noter que la stabilité d’une partie d'un ensemble ordonné pour 
les opérations inf ne suffit pas à elle seule à faire de cette partie 
l'ensemble des éléments fermés d’une fermeture. Il y a de ce fait 
intérêt à reformuler le critère (le théorème 1) de représentabilité 
d’une partie d’un ensemble ordonné par l’ensemble des éléments fer- 
més d'une fermeture en termes de stabilité pour l'intersection. 


THÉOREME 1 bis. Pour qu'une partie M d'un ensemble ordonné 
X = (X, <) soit représentable par l'ensemble des éléments fermés d'une 
fermeture sur X, il est nécessaire et suffisant que la borne inférieure de 
toute coupe inférieure de M soit définie et appartienne à M, c'est-à-dire 
(Vr EX) [inf (M Nlz,—)) € MI. 


REMARQUE. Si l’ensemble ordonné X est un treillis complet, alors 
un ensemble M € X se représente par l’ensemble des éléments fermés 
d’une fermeture sur X si et seulement si cet ensemble est stable pour 
l'opération inf. Ceci est une conséquence immédiate de ce qui a été 
dit plus haut. 

On est souvent amené à considérer plusieurs fermetures sur un 
méme ensemble ordonné (en général un ensemble ordonné par l’inclu- 
sion de la forme ($ (S), <), où S est un espace, et à établir sous 
quelles conditions une fermeture est la composée de deux autres. 


TH£OREME 4. Soient IT, et IT, deux fermetures sur un ensemble ordon- 
né X = (X,<). Les conditions suivantes sont équivalentes : 

1) La composée I], © II, est une fermeture sur X; 

2) L'ensemble des éléments fermés de IT. est stable pour la fermetu- 
re I],, autrement dit I, [N, [X]]S I, [X]; 

3) He I, 0 I], = Il, o I]. 

4) (TL, ° Ie) [X1 = I, IXT N IL [X]. 


DEMONSTRATION. Les conditions 2) et 3) sont équivalentes, puis- 
que l'inclusion 4€ IL [X] signifie que tout élément de À «est un 
point fixe pour la fermeture IL: Prouvons maintenant que 3) ‘entraîne 
1). L'application IT, ° TH, est croissante‘ et dilatante; puisque IE et 
19 + 
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I], le sont. Pour établir l’idempotence de Il, o IL il suffit de remar- 
quer que IL oo, =ILoll,ell = Il o IL. 

Montrons enfin que 1) entraîne 3). Remarquons tout d’abord que 
pour tous les x € X on a (Il, o IL) (x) < (1, © I, o II.) (x). Prou- 
vons que Îla relation inverse est vraie. En effet, (IL, o IT.) (x) = 
= (Il, © Il, 0 Il, o I.) (x) > (I 0 Il, o Il,) (x). On obtient donc 


(Vz € X) [(I 0 Il, © Il) (x) = (Mo Il) (x)}, 


c'est-à-dire la condition 3). 
Pour achever la démonstration il reste à remarquer que l'égalité 


(I, ° I) [IX] = NH, [X] NI [X] 


est une conséquence évidente des conditions 1) et 3), et inversement, 
la condition 2) est une conséquence de 4). pe 

À noter que même si la composée IL, o IT, des fermetures II, et II, 
est une fermeture, la composée IT, oc IT, n’est pas en général une 
fermeture et donc n’est pas confondue avec II, + ITI,. Plus bas nous 
aurons affaire à des exemples de cette nature. La permutabilité 
de deux fermetures entraîne la réalisation de la condition 1), donc 
des conditions 2), 3) du théorème 4, puisque 


M, ( (XT) = IL [I [X1]E IE, [X] 


On a vu au début que la notion duale de la fermeture sur un en- 
semble ordonné (X, <) = X est la notion d'intérieur sur cet ensem- 
ble, plus exactement, une opération P sur À est un intérieur sur 
X si est réalisé le système suivant d’'axiomes de l’intérieur : 

(14) Vz IP (P (x)) = P (x)] (idempotence), 

(1.2) Vz, yIz<y= P (x) < P (y)l (croissance), 

(1.3) Vz IP (x) < zx1. 

Il est bien entendu que la théorie de la fermeture sur un ensemble 
ordonné peut être considérée comme la théorie de l’intérieur sur un 
ensemble ordonné si l'on nes dans la première l'ordre < qui 
est arbitraire par l'ordre inverse >. Donc ces deux théories sont 
isomorphes., l'ordre dual de < étant > et les opérations duales 
de B-, B*, inf. sup respectivement B+, B-. sup, inf. C'est la raison 
pour laquelle nous n'avons pas donné les formulations duales. 

Voyons maintenant le cas, le plus important pour nous, où pour 
ensemble ordonné on prend l'ensemble des parties $ (S) d’un ensem- 
ble S ordonné par l'inclusion. Il est évident que cet ensemble 
ordonné est un treillis complet dont les bornes inférieure et supérieure 
sont confondues avec l'intersection et la réunion des ensembles: 


infA=NA—= N À, supA=NA—= U À, 
AE AEU 
où A est un ensemble quelconque de parties de S, c'est-à-dire A € 


€ &8 (S). Les fermetures sur l’ensemble ordonné (8 (S),<) seront 
encore appelées opérateurs de fermeture sur S. D'après ce qui précède 
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les opérateurs de fermeture P sur S sont en bijection avec les syste- 
mes de parties de S, stables pour les intersections (ces systèmes 
seront appelés brièvement systèmes f\ stables ou f-systèmes): 


(VBS=A)(NB— N BEA]. 
BE 


De plus à tout opérateur de fermeture P sur S est associé l’ensemble 
des parties P-fermées de S, c'est-à-dire l'ensemble {AG S: P(A) = 
—A}=Fix (P). Inversement, à tout ensemble A de parties de S stable 
pour l'intersection est associé un opérateur de fermeture À ++ f 
N{BEA:AC B} surS que l'on notera €y. On dira aussi que 
Gxy(4) est A-enveloppe de À. Si le système A est N-stable, celle- 
ci sera évidemment égale au plus petit des ensembles de { qui 
contiennent À. Comme l'opération de complémentation des parties 
de S (que nous désignerons par v) est une involution réalisant 
un isomorphisme inverse de l’ensemble ordonné # = ($ (S),<) 
dans lui-même, c'est-à-dire v (v (4)) = 4, 
ACB<>v\(4)cw(B), pour tous 4, BCSS, 
il existe une application bijective qui à toute fermeture P sur # 
associe l’intérieur dual Z = vo Pov et inversement à tout inté- 
rieur 7 sur € associe la fermeture P = voeZov. Cetie application 
associe également à tout système f}-stable de parties de A un systè- 
me U-stable de parties de v [A] = {v (4):4 E A} et inversement. 
Exhibons un exemple simple d’opérateur de fermeture sur un 
ensemble S. Soit f une application de S sur un ensemble Q. Désignons 
par P} l'opération À + f-![f{[4]], AG S, qui applique l’ensemble 
des parties $ (S) dans lui-même. L'ensemble P;, (A) = f-1 {f [A1] 
s'appelle saturé de l’ensemble À pour l'application f et l'opération P, 
opération de saturation pour l'application f. Montrons que cette 
opération est un opérateur de fermeture sur l’ensemble S. On con- 


viendra de désigner par F le passage à l’image par une correspondance 
F. D'après le n° 1.1 on à alors fof"* — 1,, donc fof — Ipco- 
Par suite, l'application j est l'inverse à gauche de l'application j"! 


qui en vertu du n° 1.1 est injective. La composée fof—=P, sera 
d'après le n° 1.1 un projecteur (une application idempotente) de l’en- 
semble %$ (S) sur l’ensemble des parties de S représentables par 
f"' [B], où B& Q. L'application P, est en outre croissante et dila- 


tante puisqu'elle est la composée des applications fi, f qui le sont. 
On a donc prouvé que P;, est un opérateur de fermeture sur S. Si l’on 


introduit la relation canonique d’équivalence f sur l'ensemble S en 


convenant que zf y (x)=f(y) pour tous les x, yES, on ob- 
tient que l’ensemble À € S est fermé: P, (4) = À ou comme on dit 
en pareil cas l’ensemble À est saturé pour l'application f si et seule- 
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ment s’il est compatible avec la relation d'équivalence canonique f 


c'est-à-dire (r € À) & efe y) > (y E À) pour tous zx, yE S. Si de 
plus l'on désigne par [x], la classe d'équivalence d’ A élément z 


pour la relation d'équivalence Î, c'est-à-dire [rl], ={yES:zx î y}, 
il vient alors que le saturé de tout ensemble est tout simplement la 
réunion des classes d'équivalence de tous les éléments de S pour la 


relation d'équivalence F. c'est-à-dire 
P;(4)= U [zl;= U P,{x} pour tous les AS. 
xEA xEA 


Il est clair que l’ensemble de toutes les parties de S saturées pour 
Î Sera stable pour l'intersection de même que pour la réunion. 

1.3. Dans ce numéro on introduit deux types d'opérateurs de 
fermeture sur un ensemble: un opérateur topologique et un opéra- 
teur algébrique. On exhibe certains faits classiques d’algèbre sur la 
caractérisation de systèmes d’ensembles fermés pour de tels opéra- 
teurs de fermeture de même qu’on établit une relation entre les opé- 
rateurs de fermeture algébriques et les algèbres universelles. 


PROPOSITION 1. Entre les opérateurs de fermeture P sur un ensemble S 

préservant les réunions finies (TP): P ( Ü À) = 7 P (À) pour tous 
AE 

les AE $ (S) finis, et Les systèmes B de parties de Tr ernble S stables 
pour des intersections quelconques et des réunions finies il existe une 
correspondance biunivoque définie par le couple de fonctions: 
Pr Fix(P)jaB— 6 

DEMONSTRATION. En effet, tout système fini de « points» fixes» 
de l'opérateur de fermeture P peut être mis sous la forme: {P (4A):A € 
€ A}, où À est un système fini de parties de l’ensemble S. Par suite 
de la propriété (T7 P)} on a: U {P (4): AEYX}= P(U {A : AEX)}) = 
= P(UAN)EFIx (P), ce qui exprime que le système Fix (P) est 
stable pour les réunions finies. La fj-stabilité de Fix (P)a été 
établie antérieurement dans le cas général sans l’hypothèse (TP)». 
Inversement, si S est un système stable pour des intersections quel- 
conques et des réunions finies, alors pour tout sous-système fini 
AC B on a également UJ AEB, donc Eg(U A) = U A — 
= U {Gp (4):4 EX}, puisque Fix (€g) = A. Par suite €g 
préserve les réunions finies. p> 

Les opérateurs de fermeture sur un ensemble S préservant les 
réunions finies sont dits opérateurs de fermeture topologiques sur S, 
et les systèmes de parties fermées de S qui leur sont associés, c’est-à- 
dire les sy stèmes de parties stables pour des intersections quelconques 
et des réunions finies, systèmes topologiques de parties fermées ou 
topologies sur S (sous forme de système de parties fermées). La condi- 
tion (TP); sur la fermeture P s'écrit généralement sous la forme 
d’une conjonction de deux conditions: 
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(K.0) P @ = 

(K.2) P (AUA:) = P (A1)U P (42), VA,, ACS. 

Ces deux conditions jointes aux axiomes de fermeture de Moore 
pour P: 

(C. 1) P(P (4)) = P (4), VASS, 

(C2) Ac B=P(A)E P (B), VA, BES. 

(C.3) AG P (4), VASS. 

donnent le système d’axiomes de Kuratowski qui caractérisent la 

notion de fermeture topologique. Signalons qu’on obtiendrait un 

système d'axiomes équivalents en remplaçant le signe = parc 

dans les axiomes (K.0), (K.2), (C.1). 

Un opérateur de fermeture P sur un ensemble S est algébrique si 
pour tous AS S et z € S l'appartenance x € P (4) entraîne l’exis- 
tence d’une partie finie F de l’ensemble À telle que x£€ P(F), c'est- 
à-dire pour tout AC S: 


P(4A)=U{P(F): (FE A)& (F est finie)}. 


Pour caractériser les systèmes de parties fermées pour des opé- 
rateurs de fermeture algébriques nous aurons besoin de la notion de 
système inductif de parties, ainsi que de la notion de système de ca- 
ractère fini. Mais voyons tout d’abord le fait suivant basé sur le 
lemme de Zorn. 


PROPOSITION. 2. Soit B un système quelconque de parties d'un ensem- 
ble S. Les trois conditions suivantes sont équivalentes : 

(1) Le système $ est stable pour les réunions de sous-systèmes quelcon- 
ques filtrant supérieurement (pour l'inclusion &) du système 8 : 

(2) Le système 8 est stable pour les réunions de sous-systèmes quel- 
conques linéairement ordonnés (par l'inclusion ©) de 8 ; 

(3) Le système $ est stable pour les réunions de sous-systèmes quel- 
conques complètement ordonnés (par l'inclusion &) de 8. 


On dit qu'un système $ de parties d’un ensemble S est inductif 
à droite s'il vérifie la condition (1) (donc les conditions (2) et (3)). 
Ainsi donc, un système d’ensembles est inductif si chacun de ses sous- 
systèmes filtrant supérieurement est de nouveau un ensemble de ce 
système. On a le 


TH£ÉOREME 5. Un opérateur de fermeture sur un ensemble S est algé- 
brique si et seulement si le système de parties fermées de S qui lui corres- 
pond est inductif. 


DEMONSTRATION. Soient P un opérateur algébrique sur $S, A un 
système filtrant supérieurement de parties fermées pour P:{c 
& Fix (P). Prouvons que la réunion [JA sera également fermée 
pour P, c'est-à-dire P (UAX)Z (UA). En effet, soit x € P (UN). 
L'opérateur P étant algébrique, on peut trouver un sous-ensemble 
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fini F = {a;,. aies UYX tel que x € P (F). VuquFre U X on 
obtient a; € UYA %, = À, , n. D'où l’on déduit qu'il existe des 
ensembles À;, .. … du système A tels que a, E ÀA,,...,a, € À. 

Comme % est filtrant supérieurement il existe dans le système Y 
un ensemble B contenant chacun des ensembles 4,, ..., 4,. Il est 
évident que FC A, ... UA4A,Cc BE UYX. D'où P (Fe 
ec P(B) = BC UA, puisque P est croissant. Donc z € UA. 

Inversement, supposons maintenant que le système Fix (2) est 
inductif. Montrons que pour tout AC S$S on aura: P (4) — 
= |) {P (F):(FE À) & (F est finie)}. Désignons par 8, le sys- 
tème d’ensembles {P (F): (FE A)&(F est finie)}. Prouvons que 
USB 4 € Fix (P), c'est-à-dire US, est un ensemble fermé pour P. 
On remarquera que pour tous B,, B,C Sona:P(B,;) UP (B.)e 
€ P (2, U B:), et sit B,, B, sont des parties finies de 4, alors B, LU 
U B, est aussi une partie finie de À. Donc, le système 8, est fil- 
trant supérieurement et par suite sa réunion est fermée :P (U 8 ,) — 
= UJSB,. Puisque AC USB,, on obtient en définitive P (A) 
CS P(UYAX4)= UYX,.L'inclusion inverse JA, P (A) résulte de la 
croissance de P. On obtient en définitive P (4) = [| X, pour tout 
AC $S, ce qui exprime que P est algébrique. 

Un système A de parties d’un ensemble S s'appelle système de 
caractère fini s'il existe un système # de parties finies de S tel que 
tout ensemble B € A est défini de façon unique par ses intersec- 
tions B NF, où l’ensemble F parcourt le système #. 

On démontre qu'un opérateur de fermeture sur un ensemble est 
algébrique si et seulement si le système de parties fermées qui lui 
correspond, est un système de caractère fini. 

introduisons maintenant la notion de Q-algèbre ou algèbre (uni- 
verselle) de signature Q. Soit donné un ensemble ® dont les élé- 
ments seront appelés symboles d'opérations et supposons qu'à chaque 
symbole € ® est associé (par une application fixée t) un entier 
naturel + () > 0 appelé nombre d'arguments de l'opération . 
Appelons signature toute partie Q d’un ensemble de symboles de ®. 
Supposons que @ est une signature arbitraire ; c’est-à-dire Q € ©. Par 
algèbre de signature S (ou Q-algèbre) on entend tout couple de la for- 
me A = (S, £), où S est un ensemble non vide appelé support de 
l'algèbre A et # une fonction définie sur la signature Q et associant 
à chaque symbole de @ € @ une opération + (œ)-aire # (p) sur le sup- 
port À, c'est-à-dire 4 (p): AU —+A, Vo € Q. En outre, au lieu 
de Æ# (p) on écrit aussi : pÙ ou py et on dit que £# (p) = Ù = Py 
est la réalisation (oui l’estimation) du symbole de l'opération 
dans A. Toute partie À de S stable pour les opérations pÜ, p € Q, 
peut être considérée comme une Q-algèbre si à chaque æ € {2 on as- 


socie la restriction de l'opération Ü à cette partie. Cette Q-algèbre 
sur le support À s'appelle Q-sous-algèbre de Y. 
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Le système de toutes les Q-sous-algèbres de À, qui sera désigné 
dans la suite par So (A), est stable pour les intersections. Nous 
désignerons par J'y l'opérateur de fermeture défini par ce système 
sur le support de l’algèbre A. Si AC S, alors J'y (4) est la Q-sous- 
algèbre de l’algèbre A engendrée par l’ensemble À, c'est-à-dire la 
plus petite de toutes les sous-algèbres de X contenant 4. Nous aurons 
besoin des notions suivantes pour décrire la structure de la sous- 
algèbre Jy (4). On appelle ferme d’une signature Q des expressions 
formelles obtenues à partir de variables formelles x,, x., . .. don- 
nées a priori par une application multiple des symboles des opéra- 
tions de Q *). On dit que est l’estimation (des variables) du terme 7 
dans l'algèbre { si 0 est une fonction associant à toute variable de 7 
un élément (le support) de l'algèbre %. Si enfin 6 est uneestimation 
du terme 7 dans l'algèbre A, on désignera alors par vy, e(T) la valeur 
de ce terme dans l'algèbre Y lorsqu'on estime ses variables 6, c'est- 
à-dire le résultat du «calcul» de 7 relatif à l'interprétation des sym- 
boles des opérations et des variables formelles de 7, donnée par 
l'algèbre A et l'estimation 6. 


PROPOSITION 3. Soit A = (S, #4) une Q-algèbre sur S. Pour tout 
AC S, la sous-algèbre de X engendrée par À est confondue avec l'ensem- 
ble de valeurs des termes de la signature Q dans l'algèbre X par toutes 
les estimations des variables de ces termes par les éléments du sous- 
ensemble À du support de l'algèbre A: Ju (4) = {vy,e (T):T est 
le terme de signature Q, 6 l'estimation de T dans le sous-ensemble À de 
l'algèbre A}. 

L'opérateur de fermeture J,, sera visiblement algébrique, puis- 
que chaque terme ne contient qu’un ensemble fini de variables. Cette 
propositon et sa réciproque constituent le théorème suivant prouvé 
par P. Hall et J. Schmidt. 

T&eoreME 6. Pour qu'un opérateur de fermeture P sur un ensemble S 
soit algébrique il est nécessaire et suffisant qu’il soit confondu avec 
l'opérateur J'y de génération des sous-algèbres d'une algèbre universel- 
le A sur S: P (4) = Jy (A) est la sous-algèbre de A engendrée par 
l'ensemble À. 


La nécessité a déjà été prouvée. La suffisance découle de l'égali- 
té Ju = Eg(o 

Décrivons maintenant les opérateurs de fermeture qui sont à la 
fois topologiques et algébriques. 


TæeoremE 7. Soit P un opérateur de fermeture sur un ensemble S. 
Les cinq conditions suivantes sont équivalentes : 


*) On trouvera la définition rigoureuse (par récurrence) du terme et de sa 
valeur en logique. 


298 ANNEXE 


1) P est un opérateur de fermeture topologique et algébrique; 

2) P préserve les réunions arbitraires ; 

3) P est confondu avec l'opération de passage à l’image d'un ensem- 
ble par une relation F, sur S réflezive, transitive (unique): 


P (4) = FP[A], VAS S:; 


4) P est confondu avec l'opérateur générateur d'algèbres Jy 


d'une algèbre X sur S ne possédant que des opérations unaires dans sa 
signalure. 

») Le système de parties fermées Fix (P) associé à l'opérateur de fer- 
meture P est stable pour les réunions arbitraires. 

On effectue la démonstration de ce théorème par des raisonne- 
ments simples, en utilisant les faits déjà cités sur les opérateurs de 
fermeture, ainsi que l’équivalence des deux propositions suivantes, 
établie au n° 1.1 pour toute application œq de l’ensemble % (S) dans 
lui-même : 

1) o préserve des réunions quelconques, 

2) ® est représentable sous forme d'une opération de passage 
à l'image par une coorrespondance F:@ = Fl:]. 

Les espaces topologiques dans lesquels un système de parties 
fermées est stable pour des réunions arbitraires sont appelés espaces 
de Kolmogorov par N. Bourbaki dans « Topologie générale». La 
relation F, mentionnée dans le n° 3 du théorème 3 est une relation de 


préordre sur S définie en fonction de l'opérateur de fermeture de la 
manière suivante: 


2zFhy (x, y) EFp<yEP{z}, Vz, yESJ 


Signalons que les opérateurs de fermeture sur $ qui se raménent 
à une opération de passage à l’image d’ensembles pour une relation de 
préordre sur S, trouvent des applications fécondes en particulier 
depuis les travaux de S. Kripke, en logique mathématique, dans 
l'étude des logiques non classiques et notamment des systèmes mo- 
daux, temporels et intuitionnistes. Pour cette raison, les opérateurs de 
fermeture de cette nature seront appelés opérateurs de Kripke. 

Soient A = (4, £4)et B = (B, F) deux algèbres de même signa- 
ture 2. Le produit direct A x $ de ces algèbres (de même type) est 
défini de façon standard comme une algèbre de support À x Bet 
d'opérations g({* 8) qui se ramènent à une réalisation des opérations 
<orrespondantes qÜ et ® dans les algèbres facteurs. La correspon- 
dance (4. B, F) dont le graphe F est un ensemble stable pour toutes 
les opérations du produit A x 8 des algèbres sera appelée Q- 
correspondance entre les algèbres $ et 8. On aurait pu visiblement 
définir la Q-correspondance entre A et S comme une sous-algèbre 
du produit { x #8 des algèbres X et S. 
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TH£ORSME 8. Soient À = (A, 4) et B = (B, F) deux algèbres de 
signature Q. L'image F [M] de tout ensemble MC A stable pour les 
opérations de X, par la correspondance F entre À et B dont le graphe 
est un ensemble F stable pour les opérations de l'algèbre produit Y x 3, 
sera aussi un ensemble stable pour les opérations de l'algèbre 8, autre- 
ment dit l'image d'une sous-algèbre de N par une Q-correspondance 
entre les algèbres A et $ sera une sous-algebre de S. 


Un exemple d'application de ce théorème est accessible au n° 1.6. 

1.4. Comme signalé à la fin du n° 1.2, les parties d'un ensemble 
ordonné stables pour l'opération (partielle) inf ne sont pas nécessai- 
rement des systèmes d'éléments fermés (de points fixes) d’une ferme- 
ture sur cet ensemble ordonné. De ce point de vue la théorie des 
fermetures sur des ensembles ordonnés ne peut être interprétée com- 
me une généralisation naturelle de la théorie des opérateurs de fer- 
meture sur un ensemble, que l'on a étudiés au n° 1.3. Cependant on 
peut se tirer d'affaire en renonçant à la définition partout des fer- 
metures et en considérant les fermetures partielles sur des ensembles 
ordonnés (c’est-à-dire les fermetures sur certaines parties de ces 
ensembles ordonnés). Si à tout ensemble M on associe une fermeture 
partielle (que nous désignerons par €1 (M) ou brièvement par € 4) 
définie par: 


cr inf {YyEM:r<y} = inf (M Nlz,—)), 


alors seront stables pour l'opération inf les ensembles et eux seuls 
qui sont confondus avec les systèmes des éléments fermés des ferme- 
tures partielles de la forme €},, ME X, c’est-à-dire avec les ensem- 
bles de la forme Fix (€;5), où Me X. 

Dans ce numéro on cite quelques propriétés générales des corres- 
pondances Fix et € entre les fermetures partielles sur un ensemble 
ordonné et les parties de cet ensemble. 

On dit qu'un ensemble M d’un ensemble ordonné X = (X, <) 
est stable pour l'opération inf (ou encore pour l'intersection) et on 
note inf-stable si la borne inférieure (sous réserve qu'elle existe) de 
toute partie de {7 est élément de #7, autrement dit 


(VAS M) (NyEX) [y = inf A > y € MI. 


Supposons que M€ X. On appellera inf-enveloppe de M dans X 
le plus petit (au sens de l'inclusion) des ensembles inf-stables À 
contenant M. Désignons par [Ml l’inf-enveloppe de M. Signalons 
que l'intersection de toute famille d’ensembles inf-stables est un 
ensemble inf-stable, et l'opération inf-enveloppe, c'est-à-dire [-]lr, 
est évidemment un opérateur de fermeture sur À. 

L'opération inf étant associative, l'inf-enveloppe [Wl,4r de l’en- 
semble M est manifestement composée des bornes inférieures de toutes 
les parties À de M pour lesquelles est définie inf À. 
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Dans la suite, on verra que les parties À figurant dans la des- 
cription de [M]inr peuvent être d’une forme spéciale, ce qui préci- 
sera la structure de l’inf-enveloppe. Nous aurons besoin du lemme 
suivant sur le «graphe» de l'opération inf. 


LEMME 1. Soient AC X,yEX. Siy = inf À, alors 
y = inf 4, = inf (4 fly, —)). 
Autrement dit 
inf A + inf (4 Nlinf A,—+)) pour tous les AC X. 
Le lemme suivant est fondamental. 
LEMME 2 (sur la structure de l’inf-enveloppe). Soit ME X. Alors 
(Vy EX) [y EIMlint y =infM,=inf(MN ty, —+))]. 


DEMONSTRATION. L'implication <= est triviale. Prouvons l’im- 
plication =. Supposons que y = inf À, où AC M. Montrons que 
y = inf (M Nly,—)). Il est clair que y E B-(M Nly,—)), puisque 
M Nly,—)c {y,—). Supposons maintenant que z2€EB-(M/f 
Nly.—)) et prouvons que z < y. En effet, comme À € M, on 
a Afly,—+)c M fNly,—) et par suite :EB- (4 Nly,—+)). Or 
y = inf À, donc d’après le lemme 1 y = inf (A f\[y,—+)). Par défi- 
nition de inf il vient y < z, c.q.f.d. 

Considérons maintenant pour tout M € ZX la fonction €, définie 
sur l’ensemble M, de tous les x € X pour lesquels est définie 
inf M,.=inf (M Nlz.—)): 


Cu (z)= inf M, = inf (M Nlz,—)) = inf yE M: 
z<y}, VrE M, 


Du lemme 2 on déduit sans peine le théorème suivant sur la struc- 
ture de l’inf-enveloppe en termes de fonctions € ». 


THeor£ME 9. La fonction € »1, où M est un ensemble quelconque d'un 
ensemble ordonné X = (X, <), est une fermeture partielle sur X dont 
l'ensemble des éléments fermés est l'inf-enveloppe de M: 


[Mint = Fix (Cu) = À (Cu) = En (XI. 


DEMONSTRATION. L'égalité précédente est une conséquence 
immédiate du lemme 1. Montrons que €}, est une fermeture partielle. 
L'égalité Fix (€) = 4 (Cu) équivaut à l’idempotence de la fonc- 
tion €x définie sur M,. D'où il résulte à propos que [Mur € 
€ My = D (Cu). Il est évident que €}, est croissante et dilatante 
sur son domaine de définition. Donc, €, est une fermeture partielle 
sur l’ensemble ordonné X. 

On appellera €, fermeture partielle engendrée par une base 
d'éléments fermés de M. L'opération M — €,,, MC X, sera no- 
tée €1. De sorte que €1 (M) = €u, VM € X. 
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Les fermetures partielles ne sont pas toutes de la forme @,,. Le 
théorème et la remarque suivants situent la place occupée par les 
fermetures partielles de la forme €} parmi les fermetures partielles 
sur X. 


THeoreme 10. Toute fermeture partielle P sur un ensemble ordonné 
(X, <), dont le système des éléments fermés est un ensemble F, est la 
restriction de la fermeture partielle €h: 


P=€tr|2(P} 


De plus, Ex = En > (Mlint = [Nlinr pour tous les) M, INCX et 
en particulier Ex —=Cimy,, Pour tout M X. 


DEMONSTRATION. Prouvons la première partie du théorème. 
Soit P une fermeture partielle sur (X, <), telle que .% (P) = 
= Fix (P) = F. Comme L est une fermeture sur (Z (P), <), elle est 
restaurée de façon unique par l’ensemble .@Z (P) = F: plus exacte- 
ment 


(Vz ED (P)) [LP (x)=Min F,). 
Donc 
(Vz ED (P)) [P(xz)=infF,l. 
Par définition de la fonction € 
(Vz ED (P)) [P (x) = En (x)], 


c'est-à-dire P = €y/D(P). Le reste du théorème découle de façon 
triviale de la première partie et du théorème 9. bp 

Les fermetures partielles €}, M X, occupent une place très 
importante parmi les fermetures dont le domaine de définition 
D (Cm) est fixe, et qui laissent invariants tous les points fixes des 
fermetures &,/. Notamment, pour toute fermeture partielle P telle 
que D(P) = D (Er) = M, et Fix (Gy)c Fix (P), on a’ 


(VzEM,) (Em(r >P{(x)], ie Cu>P. 


Ce qui vient d’être dit nous suggère la terminologie suivante. 
Les fermetures partielles sur (X, <) de la forme y, où ME XX, 
seront dites fermetures partielles satureés. On appellera saturé d'une 
fermeture partielle P sur (X, <) la fermeture partielle saturée 
Crixçep) = Et) et l'on notera [P}4. 

La fonction Fix qui associe aux fermetures partielles sur (X, <) 
les ensembles de leurs éléments fermés, et la fonction €2 qui associe 
aux parties de À les fermetures partielles admettant ces parties pour 
base d'éléments fermés, établissent une correspondance entre $ (X) 
et toutes les fermetures partielles sur (X, <<), de telle sorte que 
(1) Fix (61 (M)) = [Mjior, 

(2) El (Fix (P)) = [PJ#, 
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(3) (EL (Mila = EL (Mint), 
(4) [Fix (P)]imt = Fix ([Plet), 
M étant une partie quelconque de À, P une fermeture partielle 
quelconque sur (X, <). Les propriétés (1) et Ê) résultent respecti- 
vement du théorème 9 et de la définition de [.},.. Les propriétés (3) 
et @ sont une conséquence purement algébrique des propriétés (1} 
et (2). 

On se propose maintenant de déduire un théorème sur les fonc- 
tions de la forme € ,, pour le cas de treillis quasi complets. 


TæeoreME 11. Supposons que (X, <) est un treillis quasi complet, 
qu'à tout ensemble MC X est associé l'ensemble 


[ML = (EX; M. = M Nlx,—) ©) 
et que Il, est définie sur [M\, de la façon suivante: 
[y (zx) = inf M,, Vr E[Ml. 


À lors la fonction I], est une fermeture sur l'ensemble ordonné ((M]0,<) 
et prend ses valeurs sur l'ensemble Mint des bornes inférieures de toutes 
les parties non vides de M. L'ensemble M,,. s'appelle enveloppe inférieu- 
re ou extension perronienne inférieure de 1. 

Pour établir ce théorème comme corollaire du théorème 9 il suffit 
simplement de remarquer que la fonction Il;, est la restriction d’une 
fonction }», et de plus que ces deux fonctions sont confondues si 
l’ensemble ordonné (X, <) ne possède pas d’élément maximum; 
si (À, <) possède un élément maximum (qui sera visiblement 


inf G), alors 
Cua)= ing, Vre M, — [M]. 


Selon le théorème 7,1 opération M ++ [M},, c'est-à dire [.l,, 
est une fermeture sur (R(X), €) qui préserve les réunions, c'est-à- 
dire une fermeture du type de Kripke, puisqu'elle est confondue avec 
le passage à l’image réciproque par la relation réflexive et transi- 
tive < sur À : 

[ML = > UM], VME X. 


1.5. On se servira ici des polaires. Soit F une correspondance 
d’un ensemble À vers un ensemble Y. 

On appelle polaire de l’ensemble À € X par la correspondance F 
et on note ñr (A) l’ensemble 


{y EY:(VrE À) (x, y) € FÏ. 
Donc, y € xr (A) si et seulement si (x, y) € F pour tout x € À. Il 
est Qui que 
nr (A)={uEY:A4 x {ue F}. (1) 
D' où il suit entre autres que si le polaire Fr (A) n’est pas vide, 
alors AC Z(F). Par ailleurs, si À = {x}, où z'€ X, le polaire 
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ïrr (A) que nous désignerons brièvement par n# {x} est confondu 

avec l’image F {x} de l’ensemble {x} par F. Le polaire 17F-1(B) d'un 

ensemble B&E ŸY par F-! sera appelé aussi polaire inverse (de l’ensem- 

ble B par la correspondance F) et désigné par x#7-1 (B). Si aucune 

confusion n’est à craindre, on omettra d'écrire F et F-! en indice. 
De la définition il suit immédiatement que 


I. Si les ensembles À est B sont tels que A X BC F, alors 
Be r(A), AG n°”! (B). (2) 


Comme de toute évidence 4 xr(4A\jasFetr-'(B xB<F 
pour tout ensemble À € X, la proposition Ï nous dit que 


Ac nr l(n(À)), VAC X (3} 
et 
Be n(rn !(B) (B<Y). (4) 


De la définition du polaire il résulte en outre que 


IT. La relation A, A4,< X entraîne n (4,)= nr (4:). De même, 
la relation B,€ B,C Y entraîne n”! (B.,)e n71(B,). 

Un sous-ensemble À de X n'est pas forcément polaire inverse d’un 
ensemble B& Y. Le critère suivant nous renseigne sur cette question. 


TR£OR2ME 12. Soient F une correspondance de X vers Ÿ, À une partie 
de X. Pour qu’il existe un ensemble BE Y tel que À = x”! (B) il 
est nécessaire et suffisant que pour tout élément x € XX À on puisse exhi- 
ber un élément y € Y tel que 


AC a {y}, zén {y}. (5) 


Si cette condition est remplie, alors À = n°! (x (A)). 

DEMONSTRATION. La condition est nécessaire. Si B est une partie 
de Ÿ et x un élément de X, tels que À = x"! (Bet zé À, alors 
par définition du polaire le produit {x} x B n’est pas contenu dans F. 
de sorte qu'il existe y € B pour lequel (x, y) 6 F. Donczé F7! {y} = 
— 7! {y}. Mais d'après la proposition II, y € B entraîne que 
an! {y}= n-1(B) = À. 

La condition est suffisante. Supposons que la condition du théort- 
me est réalisée et prouvons que À = n7? (x (A)), c'est-à-dire, compte 
tenu de (2), que À = x”! (nr (4)). Soit x En”! (7x (4)). Si, en outre. 
z É À, en choisissant un élément y € Ÿ d’après le théorème, on aura 
en vertu de la proposition II: 


yEn(nT {y} x (4), 


de sorte que x"! {y}= n°! (x (4)) et par suite zén”!{(n (A)). 

Un ensemble K€ X s'appelle F-composante (ou simplement com- 
posante si Fest fixe) si X = nr”! (x (K)). Le théorème prouvé nous 
dit que le polaire inverse n "1 (B) de tout ensemble BE Y est une 
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F-composante. De façon analogue, le polaire x (A) de tout ensemble 
AC X est une F-!-composante. De ce qui précède il résulte en par- 
ticulier que le bipolaire x”! (x (A)) d'un ensemble quelconque À € X 
est une F-composante. D’après les propositions II et III l'application 


Ir:4—> x l(x (4)) (AS À) (6) 


est une fermeture sur l’ensemble ordonné ® = %$ (X) de toutes les 
parties de X, pour laquelle l’ensemble R&, (X) de toutes les F-com- 
posantes est un système d'éléments fermés, qui de ce fait est un 
fN-système de parties de X (cf. 1.2). 

Pour les mêmes raisons, l'application 


Nym:Brn(n-1(B)) (BY) (7) 


sera une fermeture sur l’ensemble $ (Ÿ) de toutes les parties de Ÿ, 
dont le système d'éléments fermés est l'ensemble À;-1 (Ÿ) de toutes 
les F-!-composantes. Comme le polaire x (X) de toute F-composante 
K est une F-!-composante et le polaire inverse x"! (L) d’une 
F-!-composante L, une F-composante, les applications 


an: Ki n(K) (KERF(X)); nt: Lrrnt(Ll) (LERr:(Y)) (8) 


sont inverses l’une de l’autre et, en vertu de la proposition II, sont 
des isomorphismes inverses des ensembles ordonnés St}; (X) et 
Rp-1 (Y). 

La proposition suivante est une conséquence immédiate de la 
définition du polaire. 


III. Quel que soit l'ensemble X des parties d'un ensemble X on 
a la relation 


ra(UYX)= N r(4). (9) 
AEU 


Tout ensemble étant la réunion de ses parties à un seul élément, 
il s'ensuit que 


x (À) = nue {x} = ne {zx} (AC ZX). 


L'application D:z— Il,k {x} (x € X) qui plonge l’ensemble X 
dans l’ensemble Rk(X) de toutes les F-composantes s'appelle 
injection canonique (de l’ensemble X dans l'ensemble &k (X)). 
Les F-composantes couvrant le domaine de valeurs de l’application ©, 
c’est-à-dire les F-composantes de la forme Ilk {x} = n7! (x {x}) 
(zx E X), sont dites principales. L'ensemble 8} (X) de toutes les 
F-composantes est généré en bas par l’ensemble de toutes les F-com- 
posantes principales: toute F-composante ÆÀ est borne supérieure 
(dans SF (X)) de la famille {® (x)} (x E K):K = sup ® [K]. 
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1.6. Considérons enfin un espace vectoriel X sur K *) et soit A 
une correspondance de K vers K, autrement dit À est un sous-ensem- 
ble de K° = K x K. On dit qu’un ensemble EC X est un A-ensem- 
ble si pour tous scalaires a et B tels que (&, BP)E AonaaE +BES 
CET). 

Donc, E est un À ensemble s’il contient deux quelconques de ses 
éléments x et y avec leur combinaison linéaire ax + y, « et B étant 
des coefficients vérifiant la condition (œ, B) € A. L'ensemble de tous 
les éléments de X sera un A-ensemble pour tout A. 


I. Quelle que soit la correspondance À de K vers K l'ensemble 8, 
de tous les A-ensembles est un (-système ***) de parties de l'espace X. 


En effet, si À est un ensemble de A-ensembles, £ = NA A,(&«, B)E 
€ À, pour tout À EXon a aE + PES «A + BAG À, si bien que 
QE + PES NA =E. 

La fermeture (ou le projecteur en haut) Il de l'ensemble ordonné 
BB — Ÿ$ (X) sur le f}-système Ÿ1 de tous les A-ensembles associe 
à l’ensemble E € X sa Ô,-enveloppe IlA (£) que nous appellerons 
simplement A-enveloppe de E. D'après la définition générale, la 
A-enveloppe Il4 (£) de l’ensemble Æ est le plus petit de tous les 
ÂA-ensembles contenant E. 

D'une façon générale, l’ensemble 81 de tous les A-ensembles n'est 
pas stable pour la réunion. Cependant 


II. Si A est un ensemble filtrant supérieurement de Â-ensembles, 
alors |J A est un A-ensemble. 


En effet, soient x, y € U A, (æœ, B) € A. Cherchons des ensembbes 
A,, A. EU tels que zx E À,, y E A. L'ensemble A étant filtrant 
supérieurement par hypothèse, il existe dans % un ensemble À 
contenant aussi bien À, que AÀ.. Comme de toute évidence z, y € À, 
on peut écrire: ar + By E aÀA + BAC AC VA. 

Si l’espace vectoriel X est muni d’une topologie compatible avec 
sa structure, c'est-à-dire d’une topologie pour laquelle sont continues 
les opérations algébriques, alors il est aisé de comprendre que pour 
tout A l’adhérence d’un A-ensemble est un A-ensemble. Nous nous 
trouvons donc dans les conditions du théorème 4 qui dit que toute 
application associant à un ensemble ec X sa A-adhérence, c'est-à- 
dire l’adhérence €1 (ITA (e)) de la A-enveloppe de e, est un projecteur 


*) On rappelle que le corps des scalaires K est soit le corps R des réels, 
soit le corps © des complexes. 

*+) À, B, C étant des ensembles dans l’espace vectoriel X et & un scalaire, 
par À + B on désigne l’ensemble de tous les éléments de la forme 
z+y(zxEA,yEeB)et par aC l’ensemble de tous les éléments de la forme az 
(EC 


*es) C'est-à-dire, un système f}-stable. 
20—01292 
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en haut (i.e. une fermeture sur ( (X}),&)). À noter que la A-envelop- 
pe d’un ensemble fermé e, c’est-à-dire (€£ ° ITA) (e). n'est fermée que 
dans des cas exceptionnels. Donc lo Ï11 et Il1 o €! sont en 
général différentes l’une de l'autre. 

Citons les classes de A-ensembles les plus fréquemment étudiées. 
Certaines de ces classes ont déjà été introduites et ne sont mentionnées 
que pour compléter le tableau. 

1. A=K2. Dans ce cas un A-ensemble est un ensemble linéaire. 
Il est immédiat de montrer par récurrence que Ja combinaison 


n 
linéaire Ÿ œ:x, des éléments zx (k=—1,2,...,n) d'un ensemble 
kh=1 


linéaire appartient à cet ensemble quels que soient les coefficients 

ay (k=—1,2,...,n). On en déduit sans peine que la A-enveloppe 

d'un ensemble Æ (on l'appelle enveloppe linéaire et on la note 
n 

£ (E)) est composée de tous les éléments de la forme Ÿ ay, 
h= 


1 
où nr est un entier naturel, Zz, EE (k=—1,2,...,n), a EK (k— 
— 1,2,...,n). 

2. A—{(a, B)EK: œ+B—1}. Les A-cnsembles sont appelés 
ensembles affines. La A-enveloppe d'un ensemble £ € X s'appelle 
enveloppe afine de E et se note Af(E). Un ensemble affine est 
caractérisé par le fait qu'il contient avec nr quelconques de ses 


LA . . Q CR à 
éléments z,, 2, --.,z, leur combinaison linéaire Y a,x,, les 
1 


R == 
n 
coefficients &, vérifiant la relation D an = 1. Il s'ensuit aussitôt 


que l'enveloppe affine Af (E) d'un ensemble E € X est composée 
ñn 


. . .__»” NT y 
de toutes les combinaisons linéaires Y œ;r, des éléments z,, 


demi 
k=1 


Los :.- Tn EE, les coefficients &; étant reliés par la relation 


D ar = À, n — 1, 2, … 
h=1 

3. A —4{(a, BE KE: la] LA, B—0}. Les A-ensembles correspon- 
dant à un tel À sont dits ensembles équilibrés et leurs envelop- 
pes, enveloppes équilibrées. 11 est clair que l'enveloppe équilibrée 


d'un ensemble £ € X est confondue avec la réunion (|) &£. 
[al<1 


4. A—{(a, BE: ]Ja| +I|B|<L1}. Les A-ensembles correspon- 
dants sont dits ensembles absolument convexes et leurs A-envelop- 
pes, enveloppes absolument convexes. Si À est un ensemble abso- 


Jument convexe, Zi, Zo, ..., Th E À et les scalaires &,;, &, ..., &n 
n n 
tels que À [a], alors > arTn E A. On démontre que l'enve- 
== == 


loppe absolument convexe d’un ensemble £ € X est composée de 
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n 
tous les éléments de la forme © œuxy, Où 1, 3, ..., 2 CE et les 
hi 


ot 


scalaires &i, &, ..., &, vVérifient la condition: DCE 
1 


k= 

Les deux exemples suivants se rapportent au cas où X est un espace 
vectoriel réel (bien que les définitions formelles puissent être éten- 
dues à un espace complexe). 

5. A = {(a&, B)E R°: &. B > 0}. Un A-ensemble correspondant 
à un tel A s'appelle cône (convexe) et sa A-enveloppe. enveloppe conique. 
Le cône contient toutes les combinaisons linéaires possibles de ses 
éléments avec des coefficients non négatifs quelconques. L'enveloppe 
conique d’un ensemble £ € X est composée de toutes les combinaisons 
linéaires possibles des éléments de Æ avec des coefficients non 
négatifs. 

6. A = { (a, B)ER: « B>0, & + B = 1}. Ün A-ensemble 
correspondant à un tel À s'appelle ensemble convexe et sa A-enveloppe, 
enveloppe Â-convexe. Comme dans les exemples précédents, on démon- 
tre qu’un ensemble convexe contient toutes les combinaisons linéai- 
res de ses éléments, dont les coefficients sont non négatifs et la somme 
égale à un. L’enveloppe convexe d’un ensemble £ € X est constituée 
de toutes les combinaisons possibles des éléments de Æ avec des coef- 
ficients non négatifs de somme égale à un. 

Nous ne nous arrêterons pas sur les innombrables relations liant 
les classes de A-ensembles associés à divers A. Signalons toutefois 
une relation évidente. Si A, A. alors le f-système 1, de tous les 
À.,-ensembles contient le f-système Ÿ\, de tous les A.-ensembles, si 
bien que par exemple un ensemble linéaire est un A-ensemble pour 
tout À,un ensemble absolument convexe est un ensemble équilibré, etc. 

À noter encore que l’ensemble {0} constitué du zéro de l’espace X 
est un A-ensemble quel que soit A. Si le couple (0, 0) € À, l'élément 
nul de l’espace X appartient à tout A-ensemble non vide, c’est-à-dire 
l’ensemble {0} est le plus petit de tous les A-ensembles non vides. 
En conséquence de quoi, si (0. 0) € À. on n’entendra par A-ensemble 
qu'un ÀA-ensemble non vide. Cette convention est valable pour les 
exemples 1, 3, 4 et 5. 

Considérons encore un espace vectoriel Y sur le même corps de 
scalaires K que X. Munissons le produit X x YŸ d’une structure 
d'espace vectoriel de manière canonique. Une correspondance Ü de 
X vers Ÿ est linéaire si U est un ensemble linéaire dans X x Y. De 
façon générale: À étant une correspondance de * vers *, on dit 
qu'une correspondance Ü de X vers YŸ est une A-correspondance si 
U est un A-ensemble dans l'espace vectoriel X x Y. 


[IT. Soient À une correspondance de K vers K, U une A-correspon- 


dance de X vers Y. L'image U TE] d'un A-ensemble E quelconque de X 
est un Â-ensemble de Y. 


20* 
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En effet si y, v E U [El], (&, B)E À, alors en choisissant les 
éléments x, u € E tels que (x, y), (u, v) € U, on aura: 


(ax + Bu, ay + Bu) = a- (x, y)+B- (u, v) € aU + BU U. 


De ax + BuEE il s'ensuit que ay + fu € U (EI. 

La correspondance réciproque U-! étant aussi une A-correspondan- 
ce, la proposition III s'étend aux images réciproques par la A-corres- 
pondance. 

D'autre part, X et Y étant des A-ensembles pour tout À, le domai- 
ne de définition Z (U) = U-![Y] et le domaine de valeurs .# (U) = 
— U [X] d'une A-correspondance quelconque U (de X vers Y) sont 
des A-ensembles dans X et respectivement dans Y. 

A signaler que dans la proposition III on entendra toujours par U 
une correspondance linéaire. 

1.7. Nous allons clore ce paragraphe par une bibliographie sur 
les sujets exposés. 

La théorie des correspondances est traitée avec plus de détails dans 
la Théorie des ensembles, chapitre I. $ 3, de Bourbaki, ainsi que dans 
Universal algebra, chapitre I, de P. M. Cohn, New York, Evanston 
and London, 1965. L'essentiel du n° 1.2 sur les fermetures sur un 
ensemble ordonné figure dans Bourbaki, Théorie des ensembles, 
chapitre III, $ 1, exercices 12 à 15, $ 2, exercices 6, 7. On trouvera 
aussi dans cet ouvrage une méthode générale de construction d’une 
fermeture qui est dans un certain sens la plus proche de la composée 
de deux fermetures, qui en général n’est pas une fermeture. 

Les opérateurs de fermeture sur un ensemble ordonné introduits 
par E. Moore sont étudiés assez profondément dans l'ouvrage suscité 
de P. M. Cohn, chapitre II, 1.5, chapitre VII, 2. 

La majeure partie du n° 1.6 relative aux A-ensembles et aux 
ÂA-correspondances pour les espaces vectoriels est une conséquence 
immédiate des propositions générales sur les opérateurs de fermeture, 
présentées au n° 1.3. 

Les notions et.faits du n° 1.4, $ 1, concernant les correspondances 
entre les sous-ensembles inf-stables d’ensembles ordonnés et les fer- 
metures partielles saturées sur ces ensembles ordonnés appartiennent 
à G. Syrkine (à l’exception du théorème 11 sur les treillis quasi 
complets). 

Il convient de signaler que nous n'avons pas abordé ici la question 
plus délicate et plus complexe de savoir quel doit être un ensemble 
ordonné (pris en tant que tel et non comme un sous-ensemble 
d'un ensemble donné a priori) pour être isomorphe (en tant que systè- 
me algébrique d'un certain type) au système des éléments fermés 
d’un ensemble ordonné muni d’une fermeture, appartenant à une 
classe donnée a priori d'ensembles ordonnés « assez bons» munis des 
fermetures, car cela aurait impliqué des méthodes de logique. Ces 
questions sont abondamment traitées dans les ouvrages de logique 
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mathématique. Les systèmes d'éléments fermés associés aux classes 
d’algèbres booléennes munies d’une fermeture topologique sont am- 
plement caractérisés dans les travaux consacrés aux problèmes des 
interprétations (au sens de K. Gôdel, A. Tarski) des extensions de la 
logique intuitionniste des prédicats dans les extensions de la lo- 
gique modale des prédicats S4. L'ouvrage de H. Rasiowa, R. Sikor- 
ski The mathematics of metamathematics, 34 edition, Warszawa, 1970, 
est spécialement consacré à ces questions. G. Syrkine donne une 
caractéristique fonctionnelle complète des systèmes d'éléments fer- 
més associés aux algèbres booléennes munies d'une fermeture (arbi- 
traire et non topologique) dans son travail On logics associated with 
closure operators, Contributed papers to the 5" International Con- 
gress of Logic, Methodology and Philosophy of Science, Canada. 1975. 
Ce travail contient les calculs des séquences du type calculs de 
G. Gentzen, aussi bien pour les algèbres booléennes munies d’une 
fermeture que pour les systèmes d'éléments fermés qui leur sont 
associés. D'une façon générale, les calculs des séquences de cette 
nature constituent un appareil assez fin pour la recherche plus 
« efficace» de la démonstration d’une classe naturelle d’assertions 
sur des objets considérés. Ce travail contient également un théorème 
sur la représentation des algèbres booléennes munies d’une ferme- 
ture dans les algèbres booléennes des parties d’un ensemble muni 
d’un opérateur de fermeture de E. Moore, ce qui généralise le théo- 
rème classique de la représentation des algèbres booléennes munies 
d’une fermeture topologique dans les algèbres booléennes des parties 
d’un espace topologique (cf. par exemple l’ouvrage suscité de H. Ra- 
siowa et R. Sikorski, chapitre XI, 10.2). À ces questions on peut en 
principe rapporter le théorème classique de G. Birkhoff et O. Frink 
qui fournit un critère pour qu'un treillis complet soit isomorphe 
à un treillis complet des sous-algèbres d’une algèbre universelle. 
Les liaisons de Galois entre les ensembles ordonnés (cf. G. Birkhoff, 
Lattice theory (revized edition) New York, 1948 (repr. 1960) sont une 
généralisation des polaires et des polaires inverses. L'essentiel du 
n° {1.9 aurait pu être exposé de toute évidence en termes plus géné- 
raux. 


$ 2. Dualité algébrique entre espaces vectoriels 


Dans ce paragraphe on étudie le lien unissant deux espaces vecto- 
riels sur le produit desquels est défini un produit scalaire, fonction- 
nelle bilinéaire non dégénérée (ou séparable), linéaire par rapport au 
premier argument et conjuguée linéaire par rapport au second. L’exis- 
tence du produit scalaire permet d'introduire toute une série de 
correspondances entre les espaces considérés. En termes de ces corres- 
pondances on peut formuler d’intéressantes propriétés pour les 
espaces vectoriels considérés. 


310 ANNEXE 


2.1. Soient X et Y des espaces vectoriels sur le corps des scalai- 
res K. On dit qu'une fonctionnelle S: (x, y)—> S (x.y) ((x, y) € 
€ X X YŸ) est un produit scalaire si 

1) S est linéaire par rapport au premier argument et conjuguée 
linéaire par rapport au second, c'est-à-dire 


S'(axs+ Pre, Avi + Lys) = aXS (rs, vs) + 


+ aus (Zi, Yo) + BAS (To; ys) + Bus (Ze Yo); 
(æœ, B, À, u EX; T{s To EX; UPE Ye EY) , 


2) la fonctionnelle S n'est pas dégénérée (ou bien, est séparable) : 
pour tous éléments x € X et y € Y non nuls on peut exhiber des élé- 
ments vE Yet u E X tels que S (x, uv) ÆO0et S (u, y) Æ 0. 

Les espaces X et Ÿ sur le produit desquels est défini le produit 
scalaire S sont dits duaur. On note ceci par le symbole X + Y ou 
simplement X-++ Y #). 

Pour des raisons d'ordre historique on omet généralement d’écrire 
le symbole S pour noter le produit scalaire S (x, y) des éléments 
zEXetyE€ YŸ. Cependant, les parenthèses (. ..) étant très souvent 
sollicitées en analyse fonctionnelle, on opte pour un autre mode de 
désignation. Pour notre part, nous écrirons S (x, y) = (x, y). A noter 
que le symbole (x, y) est susceptible de prôter à confusion dans la 
mesure où il peut être rapporté à un autre couple d'espaces. Pour 
éviter ceci nous indiquerons le couple d'espaces correspondants 
à chaque fois que le contexte l’exigera. 

La dualité X «—- YŸ entre les espaces X et Y engendre une dualité 
Y <—- X entre les espaces Y et X, appelée adjointe de la dualité don- 
née. La dualité adjointe est définie par le produit scalaire adjoint 
du produit scalaire donné: 


(y, 2)°=(r, y) (YEY,zEX). (1) 
Si les espaces X et YŸ sont réels, la formule (1) devient: 
(y, ZT) * = (x, y). 


Considérons deux espaces X et Y en dualité et fixons v € Y. 
Soit la foncionnelle f,: x ++ (x, v) (x E X). Il est immédiat que f, 
est une fonctionnelle linéaire sur X et qu’en vertu de la non-dégéné- 
rescence du produit scalaire f, = 0 si et seulement si v est l'élément 


*) On définit encore la dualité entre les espaces vectoriels en remplaçant 1) 
par la propriété suivante: 


S (ar; + Pre. Àvi + ue) = QÀS (x, ya) + QUS (r1, Ve) + 
+ BAS (Ze, Ya) + Bus (Ze, Uo) 
(@œ, B, A mEK; Lio Z2 EX; Y19 Ye € Ÿ) 
qui exprime la bilinéarité de S. 
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nul de Ÿ. Donc, l'application 6 : y —+ f, (y E Y) est linéaire (en ver- 
tu de la première condition de la définition du produit scalaire) et 
met en correspondance biunivoque l’espace YŸ et l’espace L (X) de 
toutes les fonctionnelles linéaires définies sur X. Inversement, si Y 
est un ensemble linéaire total *) dans l’espace L (X). les espaces X 
et Ÿ sont mis en dualité par le produit scalaire: 


œ, y) = y(z) EX, yE YŸ). 
Signalons que l'application 6: y :—+ f, (y € Y) est alors identique. 
Si l’on remplace la dualité donnée par son adjointe Y -« X, on 
peut d’après la procédure précédente définir pour chaque élément 
u € X la fonctionnelle g, :y —> (u, y) (y € Y) et l'application O*: 
zr—+ g, (x E X) de l’espace X dans l’espace L (Y) des fonctionnelles 
Jinéaires sur Ÿ. De ce qui précède il suit que 


J. Si X et Y sont des espaces vectoriels en dualité et si l’un d'eux 
est de dimension finie, l’autre le sera également et de plus dim X = 
— dim YŸ. 


«€ En effet. supposons que dim X est finie. L'espace L (X) de tou- 
tes les fonctionnelles linéaires définies sur X est aussi de dimension 
finie et dim L (X) -: dim X. Mais on a vu que les espaces YŸ et 
L (X) étaient isomorphes. Donc, l’espace ‘Y est de dimension finie et 
dim YŸ < dim L (X) = dim X. En remplaçant la dualité X— Y 
par la dualité adjointe Y «—- X on obtient en vertu de ce qui a été 
démontré que dim X < dim Y. hp 

2.2. La dualité X <—- Y entre les espaces vectoriels X et Y engen- 
dre de nombreuses correspondances de X vers Y. 

Soit À un ensemble quelconque de scalaires. Posons 


Fa = {(& EX X Y:(r, y)E A}. (2) 


Le polaire n+,(E) de l’ensemble £ & X s'appelle 4-polaire (de l'en- 


semble Æ). Point n'est besoin de formuler la définition du A-polaire 
inverse d'un ensemble G & Y. 

De toutes les formes de l’ensemble À nous allons en étudier plus 
ou moins en détail deux seulement: À := {0} et À = {a EK:|a |< 
< 1}. Dans le premier cas le A-polaire d’un ensemble Æ£ & X s’appel- 
le orthocomplément de l'ensemble E et se note E1. On définit de 
même l’orthocomplément d’un ensemble G & Y, que n'on note aussi 
G1:, en remplaçant la dualité donnée par son adjointe. Dans lese- 
cond cas (c'est-à-dire lorsque À = {& € K: | &œ | < 1}) le À-polaire 
d’un ensemble Æ & X sera simplement appelé polaire (ou, cf. propo- 
sition Î, polaire absolument convexe) et désigné par x (Æ) **). 


*) On rappelle qu'un ensemble de fonctionnelles linéaires définies sur un 
espace vectoriel donné est total si l'unique élément sur lequel s’annulent ces 
fonctionnelles est l'élément nul. 

**) On désigne souvent par £° le polaire absolument convexe de E. 
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Signalons, même si nous n’aurons pas à nous en servir pour la 
suite, deux cas d’ensembles À assez fréquents, se rapportant au cas 
réel (éventuellement formellement au cas complexe). Premier cas: 
A = ] — co, 1]. Le A-polaire d’un ensemble E est dit polaire de 
Minkowski. Deuxième cas: À = [0, +oof. Le A-polaire d’un ensem- 
ble Æ s'appelle cône adjoint de l’ensemble Æ (voir proposition I). 

Le corps des scalaires K sera traité comme un espace vectoriel 
de dimension un sur K. 

Outre l’ensemble À des scalaires, nous considérons encore un 
ensemble À & K*. Appelons A l’ensemble de tous les couples (&, 6) € 
€ K? de vecteurs unidimensionnels tels que (œ&, B) € A. 


I. Si l'ensemble À de vecteurs unidimensionnels est un A-ensemble 
dans l'espace K (cf. 1.4), alors le A-polaire de tout ensemble E € X 
est un A-ensemble (dans l'espace Y). 


<Posons G= Fr > (£) et considérons des éléments y, vEG. Si des 
scalaires & et f sont tels que (&, B)E A, donc (a, B)E À, alors 


(x, ay + Bu) — œ& (x, y} +Bx, v) CA 


puisque (zx, y), (x, y)E À, VxEE, par définition du A-polaire et 
A est un A-ensemble. Ce que est équivalent à ay+fvExr,(E)=6G, 
c’est-à-dire le A-polaire G de l’ensemble EÆ est un A-ensemble. hp 

En particulier, l'orthocomplément E1 de tout ensemble E & X 
est un ensemble linéaire dans YŸ. Le polaire absolument convexe 
n(£) est un ensemble absolument convexe. 


II. Si E est un ensemble de l'espace X, son polaire (absolument 
convexe) x (E) est confondu avec son orthocomplément Et: 
TT (E) = Es. 


« En effet, pour tout n—=1, 2, ... l'appartenance x E 
entraîne nxzCE. Donc, pour yEn(E), z£E, on doit avoir 


[{axz, y)| LH, c'est-à-dire |(x, << (n=1,2,...), ce que n'est 


possible que si (x, y)—0, c’est-à-dire lorsque y € E1. Par suite, 
n(£) © Et. La relation inverse Et Gn(£) a manifestement lieu 
pour tout ensemble EC X. p 

Signalons la proposition suivante. 


IIT. Les orthocompléments d'un ensemble E & X et de son enve- 
loppe linéaire £ (E) sont confondus: El =(£ (E))+. 


« Comme EC Z(E), la proposition II de 1.6 nous dit que 


E* = (£(E))". La relation inverse résulte de ce que les éléments 
de l'enveloppe linéaire £ (E) sont les combinaisons linéaires des 
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éléments de l'ensemble E, de sorte que si yEE* et 


2= D) Ant, OÙ AR EK, mm EE 
k=i 


(X=1,2,,.::,n), 
alors 


(z, p= 2 An (Zn, Y) = 0, 


c’est-à-dire y E(£ (E))*. be 

2.3. Poursuivons l'étude de la dualité entre les espaces X 
et Y. Soient X, une partie de l'espace X, Yo—=X3 son ortho- 
complément. Désignons par Y l’espace quotient Y/Y,. Soient 
zEXo, YEY et y’, y” des éléments de la classe d'équivalence y. 


Comme y"—y'EY,=X;,0ona 


(CA y"—y")=0, 


de sorte que (x, y’) — (x, y"). Ceci définit sur le produit X, X Y 
une fonctionnelle associant au couple (x, y) € X, X YŸ le scalaire 
(z, y), où y est un élément quelconque de la classe d'équivalence y. 
Cette fonctionnelle est un produit scalaire sur X, X YŸ. Sa bilinéarité 
est évidente. On vérifie sans peine qu'elle n’est pas dégénérée : si 
z E X,et x 0, alors, le produit scalaire initial étant non dégénéré, 
il existe un élément v € Y tel que (x, v) 0. Si l’on entend par vla 
classe d'équivalence contenant l'élément v, on obtient une valeur 
non nulle pour le (nouveau) produit scalaire (x, v). D'autre part, si 
y + 0, aucun des éléments de la classe d'équivalence y n'appartient 
à l’ensemble Y, — X1. Donc, si l’on considère un élément quelconque 
Yo E Y, on peut choisir u € X, tel que (u, y) = (u, yo) Æ 0. 
Désignons par v l’isomorphisme canonique de l’espace Y sur l’es- 


pace quotient Y — Y/Y,. Entre le produit scalaire défini sur X, X Y 
et le produit scalaire initial on a la relation 


(rs J=(z, D(y)) = Ge, y} (x € Xo, y € Y). (2} 
Le produit scalaire défini met l’espace vectoriel X, & X et l’espace 
quotient Y — Y/Y, — Y/X1 en dualité appelée dualité quotient par 
la dualité initiale. 
On peut «compléter» la dualité X,<-Y en remplaçant X, par 
la composante orthogonale X3*. Comme (X*)*=(X:)!1=Xi= Y 
(cf. 1.7), on obtient une dualité appelée dualité quotient complète 
par la dualité initiale. 
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L’orthocomplément de tout ensemble étant un ensemble linéaire, 
il n’est point besoin d'admettre que X, est linéaire lorsqu'on onvisage 
la dualité X11 ++ Y/X1. 

La proposition Î de 2.1 nous conduit au fait suivant. 


I. Soient X et YŸ des espaces vectoriels en dualité. T'out ensemble 


linéaire X, de dimension finie est une composante orthogunale, de sorte 


« Considérons la dualité quotient X, «— Y/X! correspondant à la 
dualité X ++ Y, et la dualité quotient complète Xi «+ Y/X1. La 
proposition Î de 2.1 appliquée à ces deux dualités nous dit que le 
bipolaire X11 est fini et a la même dimension que l'ensemble X,4. 
Comme, de plus, Xi1 = X, (cf. 1.6), de ce qui précède il s'ensuit que 
X!1 = X,. D 


Voici un corollaire utile de la proposition I. 


IT. Soient donnés deux espaces vectoriels X et Y en dualité et un 
ensemble fini E d'éléments de X linéairement indépendants. Si un élé- 
ment ro € X n'appartient pas à l'enveloppe linéaire X, — £ (E) de 
l'ensemble E, on peut exhiber dans l'espace Ÿ un élément y, tel que 


(Tor Yo) = 1, (x, yo) — 0, (EE). (3) 


<« Désignons par Ÿ, l'orthocomplément de l’ensemble £ ou ce qui 
revient au même en vertu de la proposition 111 de 2.2, de l'enveloppe 
linéaire £ (£) = X,. La proposition I nous apprend que X, — Xi! — 
= Ÿ!. Donc, r, 6 Yi et par suite on peut exhiber dans Y, un élé- 
ment y, tel que (xs, Yo) Æ 0. En multipliant l'élément y, par un 
scalaire convenable on peut sans violer la relation y, € Y, (proposi- 
tion I de 2.2) faire en sorte que (ro, Yo) — 1. D 

La proposition II est généralement énoncée sous forme d'un 
théorème de biorthogonalisation. 


THÉOREME 1. Soient {r:} (EC =) une famille finie d'éléments linéai- 
rement indépendants d'un espace vectoriel X, YŸ un espace vectoriel dual 
de X. Il existe une famille {y:} (ë € =) d'éléments de l'espace YŸ biortho- 
gonale à la famille {r:} (ë € =), c'est-à-dire telle que 


0 | 
eee {4 EAN Œnes) (4 


2.4. Supposons comme précédemment que les espaces vectoriels 
À et YŸ sont en dualité. Supposons par ailleurs que sur X est définie 
une topologie localement convexe t. On dira que cette topologie est 
compatible avec la dualité X « Y si pour tout y € YŸ la fonctionnelle 
Îu (cf. 2.1) est continue pour la topologie t. Une topologie (localement 
convexe) sur l’espace Ÿ est compatible avec la dualité X <— Y si elle 
l’est avec la dualité adjointe Y — X. Il est immédiat de s'assurer que 
ceci traduit la continuité de toute fonctionnelle g, (x € X) (cf. 2.1). 
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Dans la suite. si l’on envisage une dualité entre des espaces vecto- 
riels X et Y dont l’un est muni d’une topologie localement convexe, 
on admettra implicitement la compatibilité de cette topologie et de 
cette dualité. 

On sait que pour définir une topologie localement convexe sur 
un espace vectoriel X, il suffit d’exhiber un filtre formé de voisinages 
fermés absolument convexes de 0 de l’espace X, qui soit une base du 
filtre formé de tous les voisinages de 0. *) 

Un ensemble absolument convexe V d’un espace vectoriel X n'est 
pas toujours voisinage de l’élément nul de X pour une topologie 
localement convexe sur X. Pour qu'il existe sur X une topologie 
localement convexe pour laquelle un ensemble (absolument convexe) 
donné V & X soit voisinage de 0, il est nécessaire et suffisant que V 
soit absorbant : c'est-à-dire pour tout x € X on peut exhiber un nom- 
bre & strictement positif tel que œr € V dès que le scalaire & vérifie 
la relation | &« | < e. Si l’on admet a priori, ce que nous ferons, que 
l’ensemble F est absolument convexe, la condition de la définition 
précédente devient: X = |] aœy. 

0 


a> 

Il est immédiat que l'intersection d'un nombre fini d’ensembles 
absorbants est un ensemble absorbant, de sorte que c'est un filtre 
sur % (X). 

Soit X un espace localement convexe. On appelle tonneau (ou 
quasi-voisinage de 0) un ensemble V € X absolument convexe, 
fermé et absorbant. On a signalé à maintes reprises que le filtre des 
voisinages de 0 possède une base constituée de tonnaux. 

Donc, si l'on désigne par % = Ÿÿ (X) l’ensemble des tonneaux 
d'un espace localement convexe donné X et que l'on observe que 
l'intersection d'un nombre fini de tonneaux est un tonneau, de sorte 
que l’ensemble % ordonné par l'inclusion est un ensemble filtrant 
inférieurement., alors on peut dire que la topologie sur X est définie 
par un filtre sur Ÿ, le filtre de tous les voisinages tonnelés de 0. 
A noter que le filtre des voisinages tonnelés de 0 ne comprend pas 


*) On rappelle qu'un filtre dans un inf demi-treillis W est un ensemble 
non vide F © W contenant les bornes inférieures de toutes ses parties finies 
non vides et possédant de plus la propriété dite de stabilité en haut : l'ensomble F 
contient avec chacun de ses éléments w l’intervalle [w, —). Un sous-ensemble B 
d’un filtre F est une base de ce filtre si F — U [w, —), c'est-à-dire si tout 

wCB 
élément de F peut être approché inférieurement par un élément de B. Si T est 
un espace topologique et si l'on prend pour W l'ensemble filtrant $ (T) de 
toutes les parties de T, l’ensemble de tous les voisinages d'un point quelconque 
fixe de l’espace T nous fournit un exemple assez typique de filtre dans $ (T). 

On sait que dans un espace localement convexe l’élément nul possède une 
base de filtre de vaisinages constituée d'ensembles fermés absolument convexes. 
L'ensemble de tous les ensembles fermés absolument convexes étant un f-systè- 
me cl a fortiori un ensemble filtrant, on peut parler des filtres formés de voisina- 
ges de cette nature. 
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en général tous les tonneaux de 3 dans l’espace X. En effet, il existe 
dans X des tonneaux qui ne sont pas voisinages de 0. Si le filtre des 
voisinages tonnelés est confondu avec l’ensemble % des tonneaux, 
c'est-à-dire si chaque tonneau est voisinage de 0, l’espace X est dit 
tonnelé. 

Lorsqu'on considère un ensemble absolument convexe U dans un 
espace vectoriel X, on ne dispose pas de critères affirmant l'existence 
dans X d’une topologie pour laquelle U serait un tonneau. Les deux 
propositions suivantes sont de ce fait importantes. 


I. Soient X et Ÿ des espaces vectoriels en dualité. Si sur X est définie 
une topologie compatible avec la dualité X<— YŸ, alors Le polaire inverse 
n-1(G) de tout ensemble G © Y est fermé dans l’espace X. 


« Posons comme précédemment À = {&EK:]æ|< 1}. L’en- 
semble À est fermé dans l’espace des scalaires K. Donc, l’image 
réciproque f,!' [4] qui visiblement est confondue avec le polaire 
inverse x71 {y} le sera également, puisque la fonctionnelle f, (y € 
€ YŸ) est continue. Reste à remarquer que x”! (G) — al nl {y} 

ve 


(cf. 1.6). p 

Jointe à la proposition I, la proposition suivante nous fournit 
un indice assez commode pour établir si est tonnelé le polaire inverse 
U = x-1(G) d'un ensemble G& YŸ. 


II. Pour que le polaire inverse U = n°7! (G) d'un ensemble Gc Y 
soit un ensemble absorbant, donc un tonneau, il est nécessaire et suffisant 
que pour tout x € X l'on ait 


AC LS ARCS) Le (5) 
S'ous cette condition, la fonctionnelle p définie sur X par (5) est une semi- 


norme. La boule de rayon r correspondant à cette semi-norme est confon- 
due avec l’ensemble rU. 


<« Supposons que l’ensemble U est absorbant. Pour tout x € X il 
existe par définition un nombre strictement positif & tel que ex € U. 
On peut donc écrire pour tout y € G: 


e | (x, y) | = | (ex, y) | <1, 
de sorte que 


1 
sup | (z, y) [KZ <+ 00. 
veG 
En particulier, si x € U, on peut prendre & = 1. Donc, 
Uae{zEX:p(r) <1}. 
Supposons maintenant que pourunxE Xonait 
t= p(z)=sup | (x, y) | <+ ©. 
vEG 
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Si un scalaire & est assez petit pour que | œ&t | < 1, alors pour 
tout y € G on aura | (az, y) | = |æ | | (x, y) | L | &t | L 1 et par 
suite azxEx-1(G) = U, c'est-à-dire l’ensemble U est absorbant. 
Si t < 1, on peut prendre & = 1. On obtient alors x € U et parsuite 
la relation {rEX:p(r) <1}c U. 

La fonctionnelle f,:z> (x, y) (x E X) étant linéaire pour tout 
y € G, la fonctionnelle z-+ | f, (x)| (x € X) est une semi-norme sur X. 
Si la condition (5) est remplie, il est immédiat de vérifier que l’en- 
veloppe supérieure z > sup | f, (x) | = p (x) (x € X) de la famille 

veG 


indiquée de semi-normes sera aussi semi-norme. h 

2.5. La dualité entre les espaces vectoriels X et YŸ permet de 
définir sur chacun d'eux une multitude de topologies dont les extré- 
mes, dans un certain sens, sont la topologie faible (sur X) et la topo- 
logie (+)-faible (sur Ÿ). 


I. Soient X et YŸ des espaces vectoriels en dualité. Parmi les topolo- 
gies localement convexes sur X compatibles avec cette dualité il en existe 
une faible. Pour base du filtre formé des voisinages de O0 pour cette 
topologie on peut prendre l'ensemble des polaires inverses de fous les 
ersembles finis de l'espace Y. 


« La réunion d’une famille finie d’ensembles finis étant un en- 
semble fini, l’ensemble des polaires inverses de tous les ensembles 
finis de Ÿ est un ensemble filtrant inférieurement, donc il existe sur X 
une topologie localement convexe © pour laquelle le filtre formé des 
voisinages de 0 admet pour base l'ensemble indiqué. 

Soit y E Y. Si A = {& EK:|œ]|< 1} et si l’on remarque que 
pour tout & >> 0 l'image réciproque d’un e-voisinage fermé de 0 
dans K (c’est-à-dire l’ensemble #4 de K) par l'application f, est: 


f'e4l= fre lAi= nt {eu}, 


c'est-à-dire un voisinage de 0 pour la topologie ©, on peut affirmer 
que la fonctionnelle f, est continue (pour la topologie o), c’est-à-dire 
la topologie © est compatible avec la dualité X + Y 

Si Gest un ensemble fini dans l’espace Y,on a 


U=nt(@= Nnt{y}= N fo AI. 


Soit t une topologie localement convexe sur X, compatible avec la 
dualité entre X et Y. Alors les images réciproques f;!1A] (y € G) 
sont voisinages de 0 pour la topologie t, puisque les fonctionnelles 
fu (y € G) sont continues (cf. 2.1). Donc, l'intersection U sera voisi- 
nage de 0 pour cette topologie. D'où il résulte que la topologie a 
est plus faible que la topologie t. pb 
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La topologie o s’appelle topologie faible de l’espace X, définie 
par la dualité entre les espaces X et Y. On la note © (X, Y). La duali- 
té adjointe Ÿ + X engendre sur l’espace Ÿ une topologie faible 
o (Ÿ. X) appelée aussi fopologie (+)-faible sur l'espace Y. Pour base 
du filtre formé des voisinages de 0 pour la topologie («)-faible on peut 
prendre l’ensemble des polaires de tous les ensembles finis dans 
l’espace X. 

Soit t une topologie localement convexe sur un espace vecto- 
riel X. Pour que la topologie + soit compatible avec la dualité entre 
l’espace X et un espace vectoriel YŸ, il est nécessaire et suffisant que 
la topologie + soit plus forte que la topologie faible o (X, Y). La 
nécessité de cette condition découle de la proposition ÏT. la suffisance, 
du fait que pour tout y € Ÿ la fonctionnelle f, qui. en vertu de la 
proposition I de 2.5, est continue pour la topologie & (X, Y) le sera 
a fortiori pour la topologie plus forte T. 

Une famille filtrante à droite {x;} (EEZ=) d'éléments de X 
converge faiblement, c'est-à-dire pour la topologie faible G (X, Y), 
vers l'élément nul de X si et seulement si pour chaque élément 
y EY converge vers O la suite {(xr, y}} (EE). 

En effet, si {r;} (EEE) converge faiblement vers l'élément nul 
de l'espace X, et e est un nombre strictement positif, alors à 
partir d'un certain indice E, on doit avoir, pour tout EE=, 
z En”! {+} , de sorte que |(x:, y)| <æe ot par suite (x, y) ne 0. 

Inversement, si (x, y) 0 pour tout yEYŸY, alors quels que 
soient l'ensemble fini G& Y et les indices EE= assez éloignés 
on oura |(z:, y)| 1 (yEG), de sorte que pour ces indices, 
z: En”!(G), ce qui traduit la faible convergence de la famille 
{x:} (EEZ) vers l'élément nul de l’espace X. 

Dans le même ordre d’idées on démontre que dire qu'un 
ensemble E € X est faiblement borné *) revient à dire que 


up y) << +oo (yEY). 


La proposition II de 2.4 s’énonce encore: 


I]. Pour que le polaire x (E) d'un ensemble E & X soit absorbant 
dan: l'espace Y il est nécessaire et suffisant que E soit faiblement borné. 


On dira qu'une dualité X «— Ÿ est exhaustive pour une topologie 
localement convexe + définie sur X, si t est compatible avec la 
dualité donnée et si de plus l’ensemble X* des fonctionnelles linéai- 
res continues sur X n'est composé que de fonctionnelles de la forme 


*) C'est-à-dire borné pour la topologie faible o (X, Y). On rappelle que 
dans un espace localement convexe X un ensemble Æ est borné s'il est absorbé 
par un voisinage quelconque U de l'élément nul de X, ce qui traduit l’existence 
d'un nombre strictement positif & tel que &E € VU dès que| a| < e. 
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fu (y E YŸ), autrement dit si l'application 6 : y — f, (y € YŸ) est une 
application de Y sur X*. 

La dualité canonique entre un espace localement convexe X et 
son dual X*, définie par le produit scalaire (x, f) — f(x) (€ X, 
jf E X*), est trivialement exhaustive pour la topologie de l’espace X. 

La proposition suivante nous fournit un exemple important de 
dualité exhaustive. 


II. Toute dualité X «+ Y entre des espaces vectoriels X et Y est 
exhaustive pour la topologie faible o (X, Ÿ). 


« Soit f une fonctionnelle linéaire faiblement continue sur X. 

Si À = {a EK:|x|<1}, l'image réciproque f-1 |A] sera un fai- 

ble voisinage de l’élément nul de X. de sorte qu'on peut exhiber un 

ensemble fini Ge Ÿ tel que f [A] n-1(G). Prouvons que les 

éléments de l’ensemble G peuvent ôtre considérés comme linéairement 

indépendants. En effet, soient y;, ÿ1. . . .. y, des éléments de G et 
LL 


Air Los - . +, An des scalaires, tels que y, — D 'anYn: Comme 
k=1 


n n 
ee, v)= 16e, L'aml<C X 1e, ul, 


n 
« CR « a 
où C est un nombre supérieur à > [&,|, en posant R= on 


ke 
obtient 


at} > 1 {2). 
LES | 


Donc, en remplaçant dans l'ensemble G les éléments y,, y1, . . .. y, 
par les éléments z,, z:, . . ., z, et en omettant l'élément y,, on obtient. 
un ensemble G, tel que 


a"! (Go) = Aer {y} Q nt{y}=n1(G)cf"11[4]. 


Le nombre des éléments de G, est inférieur d’une unité au moins à ce- 
lui des éléments de G. 

En poursuivant cette procédure on obtient en fin de compte un 
ensemble G linéairement indépendant. 

Utilisons le théorème de biorthogonalisation (cf. 2.3) pour cons- 
truire une famille {x,, æ, . . ., æ,} d'éléments de X biorthogonale 
à la famille {y,, Ye, . .., y,}: 


(0 GÆk), 
(T} no = | 1 (j=k) (j, k=1, 2. “80 M}: 
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Posons 


dx = f (zx) (k=1, 2 eus n), y= 2 Mn. 


Soit EX. Convenons que 


n 
s'=z— 2 Pazrs où Br = (x, Yh)e 


Comme 


n 
Ge’, yp= (x, vn— 2 Br tar, vn=0, 
on obtient 
z'EG* Cf [A]. 
L'ensemble G1 étant linéaire (cf. 2.2), pour tout & € K on aura 
az EG" Cf"1[A], ie. |f(az')| 1, 


ce qui n’est possible que pour f(z’)—0. Donc 
Li ñn ñn 
f(z)=}f (2 Barr + x’) = 2 CUDYE Ânx(T, Yn)= 


=(2, 2 Anyr) = (x, Y)= f(x) 


Ce qui prouve que f=f,. 

Si une dualité X Ÿ est exhaustive pour une topologie locale- 
ment convexe donnée de X, on peut exhiber un critère qui nous per- 
met de dire si un ensemble donné de X est une composante (absolu- 
ment convexe). 


TH£ORBME 2. Supposons qu'une dualité X ++ Y estexhaustive pour une 
topologie localement convexe + de X. Pour qu'un ensemble E dans X 
soit une composante (absolument convexe), autrement dit que E — 
= xl (nr (£)), il est nécessaire et suffisant que E soit fermé et absolu- 
ment convete. 

DEMONSTRATION. La condition est nécessaire même sous l’hypo- 
thèse que la topologie t n’est que compatible avec la dualité (cf. 
proposition Ï de 2.2 et proposition I de 2.4). 

Prouvons la condition suffisante. Pour montrer que l’ensemble E 
est une composante (absolument convexe) nous allons nous servir 
du théorème 2 du $ 1. Prenons un élément x, € X tel que té E. 
L'ensemble Æ étant fermé, il existe un voisinage V de 0 tel que 
E N(zo + V) = S. Soit l’ensemble U = E + V. L'ensemble U 
est ouvert, puisque U = |J (x + V). De plus, il est absolument 

xEE 
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convexe, donc c'est un voisinage (ouvert) de 0. Comme V = —Y, 
on az É U (sinon il existerait un élément v € V tel que zx, = x + v, 
où EE; comme rz=z—vEzxzs — V = x, + V on aurait con- 
trairement à l'hypothèse z € E NN (ro + V) = GS. 

L'ensemble U en tant que voisinage absolument convexe de 0 
définit une semi-norme p de sorte que pour tout nombre réel stricte- 
ment positif r on a 


{zEX: p(r) <r}crUc{rExX:p{(z)<rj}. (6) 


Comme, en particulier, z, 4 U, on a p (x) > 1. Le théorème 
de Banach (cf. p. 80, tome 1) nous dit que sur X on peut définir une 
fonctionnelle linéaire f telle que 


[fol >1, If I< P (2) (z EX). (7) 


Si, comme toujours, À = {a €E K:]| &œ | < 1}, on déduit de (6), que 
f"*1A]=U et la dernière relation exprime la continuité de la fonc- 
tionnelle f, car celle-ci est linéaire et U est un voisinage de 0. Or, 
la dualité X + YŸ est exhaustive pour la topologie de l'espace X. 
Donc, la continuité de la fonctionnelle f entraîne l’existence d’un 
élément yE Y tel que 


f(z)=fy(z)= (x, y) (x EX). 
Les relations (7) nous donnent 
EGCE+V=Ucÿj1]4]=nt{y}, 
et comme 
| f(x) | = [to YI>1 


on az ÉË x! {y}. Selon la remarque qui suit le théorème 2 du $ 1 
on obtient E£ = x-in (E)). 


COROLLAIRE 1. Si la dualité X-— Ÿ est exhaustive pour la topologie 
t de l'espace X, alors une condition nécessaire et suffisante pour qu'un 
ensemble quelconque absolument convexe de X soit fermé est qu'il soit 
faiblement fermé. 


« En effet, d'après la proposition III un ensemble faiblement 
fermé est fermé pour la topologie t même si celle-ci n’est que compa- 
tible avec la dualité. Si cette dualité est exhaustive pour t, le théorè- 
me prouvé nous dit alors qu'un ensemble Æ © X fermé (pour la topo- 
logie t) est une composante absolument convexe. Or, d’après la 
proposition III, la dualité X + Y est exhaustive pour la topologie 
faible o (X, Ÿ) donc, toujours en vertu du théorème prouvé, £ est 
faiblement fermé. p 

Le corollaire À nous permet d’énoncer le théorème 2 sous la 
forme : a Ce 


l/e 21—01292 
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COROLLAIRE 2. Soit donnée une dualité X <> Y. Pour qu'un ensem- 
ble E& X soit une composante absolument convexe, il est nécessaire et 
suffisant qu'il soit absolument convexe et faiblement fermé. 


COROLLAIRE 3. Soit donnée une dualité X< Y exhaustive pour 
une topologie t. Pour qu'un ensemble E & X soit composante orthogo- 
nale, c'est-à-dire E = E11, il est nécessaire et suffisant qu'il soit liné- 
aire et faiblement fermé. 


« La condition nécessaire est évidente. 

Pour prouver la condition suffisante, considérons un ensemble 
£.C X linéaire faiblement fermé. L'ensemble Æ étant absolument 
convexe, le théorème 2 nous dit que £ = n-T(x (E)). Reste à remar- 
quer que le polaire d’un ensemble linéaire est confondu avec l'ortho- 
complément de cet ensemble. p 

Soit £ un ensemble dans un espace vectoriel X. Par abs co (Æ) 


on désigne son enveloppe absolument convexe (cf. 1.4) et par ÆE° 
son adhérence faible, c'est-à-dire son adhérence pour la topologie 
faible o (X, Y) engendrée sur X par la dualité entre X et Y. 


IV. La composante absolument convexe engendrée par l'ensemble 
E & X, c'est-à-dire l'ensemble n”1(n (£)), est confondue avec l’adhé- 
rence faible abs co (E)° de l'enveloppe absolument convexe abs co (E) 
de E. 


<« L'ensemble abs co (£) est par définition absolument convexe. 
Donc, son adhérence faible abs co (E)° sera aussi absolument convexe 


(et faiblement fermée) (cf. 1.4). Par conséquent, abs co (£)° sera une 
composante absolument convexe contenant manifestement l’ensem- 
ble E et par suite abs co (E)° = x" (x (E)), puisque E cnT(x (E)). 
Inversement, abs co (£)° c n-T(x (E)) en raison de la convexité 
absolue et de la faible fermeture de la composante x'T(x (E)) 
{corollaire 2 du théorème 2). 

Si au lieu du corollaire 2 du théorème 2 on se sert du corollaire 3 
du même théorème on aboutit au résultat suivant. 


V. La composante orthogonale engendrée par l’ensemble E € X, 


c'est-à-dire l'ensemble E11, est confondue avec l'adhérence faible £ (E)° 
de l'enveloppe linéaire £ (E) de l'ensemble E. 


On remarquera que si dans les conditions de la proposition IV 
l'ensemble Æ est absolument convexe, et dans les conditions de la 
proposition V, linéaire, alors les composantes correspondantes seront 
simplement les adhérences de E. On notera encore que si l’espace X 
est muni d'une topologie pour laquelle est exhaustive la dualité 
X<-Y, alors dans les propositions IV et V et bien sûr dans les 
remarques qui les suivent on peut parler, en se rappelant la proposi- 
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tion III, des adhérences pour la topologie mentionnée (et non pour la 
faible). L: 

La propriété d’être exhaustive pour une topologie est préservée 
par le passage de la dualité donnée X + Ÿ à la dualité quotient 
(cf. 2.3). 


VI. Si une dualité X + Y est exhaustive pour une topologie T 


sur X, alors pour toute partie X, de X la dualité quotient X, ++ Y — 
= Y/Y, (Yo = X&) est exhaustive pour une topologie T0 de X4. 


<« Soit f, une fonctionnelle linéaire sur X,, continue pour la 
topologie t,. Soit par ailleurs ÜU un voisinage absolument convexe 
de l'élément nul de X,, tel que U = f$1[4], où comme toujours 
A = {aEK :|aœx|<1}. Choisissons un voisinage absolument con- 
vexe V de l'élément nul de l’espace X, tel que U = V NX,. L'en- 
semble V en tant qu’ensemble absolument convexe et absorbant en- 
gendre sur X une semi-norme p reliée au voisinage V par la relation: 


{zEX:p(r<1)Sc VE {zEX:p(z) <1}, 
(Vz EX) Ip(x) = inf{r>0:zErV}] 


(Vz E Xo) [1 (2) 1< p (2) 


puisque V est absorbant. Le théorème de Banach de prolongement des 
fonctionnelles linéaires affirme l'existence sur X d’une fonctionnelle 
linéaire f qui prolonge f, et vérifie la relation | f (x) | < p (x) (x € X). 
De cette relation il résulte que f-1 [4] = V, de sorte que la fonction- 
nelle f est continue (pour la topologie t). La dualité entre X et Y 
étant exhaustive pour la topologie +, il existe dans l’espace YŸ un 
élément y tel que f(x) = f, (x) = (x, y) (tE X). En particulier 
pour z2€ X, on aura 


Î (2) = f, (x) = (x, y) = (x, y) 
où| y, est la classe d'équivalence de y. hp 


Il s'ensuit que 


VII. Si une dualité X + Y est exhaustive pour une topologie t de 
l'espace X et si X,est une partie faiblement fermée de X, la dualité 


adjointe X—=X/X,+—-X$ de la dualité quotient Xà — X/X£!1—X 
est exhaustive pour la topologie quotient x de l'espace quotient 
X=X/X0. 

« Désignons par œ l'homomorphisme canonique de l'espace X 
sur l’espace quotient X—X/X,. Si par Y, on comprend l'ortho- 
complément Xÿ, alors d'après ce qui a été dit au 2.3 le produit 
scalaire définissant la dualité X<-Y, est donné par 


(z, y)=(p(x), y)=4(x, y) (zEX, z=p(zx), yEY,). (8) 
21% 
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Soit f une fonctionnelle linéaire continue (pour la topologie +) 
sur l’espace quotient X. Si l'espace X est muni de la topologie T 
on sait alors que l'application sera continue (pour la topologie 
t de X)*). Posons f—fog. Il est clair que la fonctionnelle ÿ 
est continue pour la topologie t et par suite, la dualité X «+ ŸY 
étant exhaustive pour la topologie +, il existe un élément yeY 
vérifiant la relation 


f(z)=fy(&)={x, y) (EX). (9) 
La fonctionnelle f s'annulant sur X,, la relation (9) nous con- 
duit à l'appartenance y E X9 — Yo, de sorte que, en vertu de (8), 
pour tout élément xEX on obtient 


f(z)=f(z)= (x, y) =( (zx), y) = (Z, y) (p (x) = 2), 


c.q.f.d. 

2.6. Soient X et Y des espaces vectoriels en dualité. On considé- 
rera l’application 6 qui à un élément y € Y associe la fonctionnelle 
fv: Tr (zx, y) (zE X) comme une application de l’espace YŸ dans le 
produit K* composé de toutes les fonctions scalaires (numériques) 
définies sur X. L'application 6 est linéaire, biunivoque et bicon- 
tinue si l’on munit l’espace YŸ de la topologie (+)-faible o (Y, X) et 
l'espace KX de la topologie du produit. On établit sans peine la 
dernière propriété par exemple à l’aide de la remarque sur le carac- 
tère de la convergence faible. Donc, 8 est un homéomorphisme liné- 
aire de l'espace Y sur l’espace KX. 


I. Si une dualité X <— Y est exhaustive pour une topologie t de 
l'espace X, alors le polaire x (V) de tout voisinage V de l'élément nul 
de X (pour la topologie +) est (+)-faiblement compact, autrement dit est 
compact dans l'espace YŸ muni de la topologie © (Y, X). 


« D'après ce qui a été dit sur l'application ®, il suffit d'établir 
la compacité dans l’espace K* de l'image 8 [x (V)] que nous 
désignerons par M. En remplaçant, si cela est nécessaire, le voisi- 
nage V par la composante absolument convexe qu'il engendre (le 
polaire x (V) reste invariant par ce changement qui nous donne de 
nouveau un voisinage puisque x71 (x (V)) = V, on peut au départ 
admettre que V est une composante absolument convexe, autrement 
dit est un ensemble faiblement fermé et absolument convexe. Etant 
un voisinage de 0, V est un ensemble absorbant et d’après ce qui 
a été dit précédemment : V = r-1(x D. La proposition VI de 2.5 
nous dit que le polaire x (V) est faiblement borné, de sorte qu’en 


*) La topologie quotient est précisément définie comme la plus forte des 
topologies de X pour lesquelles est continu l’homomorphisme canonique . 
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admettant que pour tous les zx € X 
p(x)= sup | (x, y)|, 
vEr(V) 
B,={uek: ul <p(x)}, 
on peut conclure que M € II B.. Or, pour tout x l’ensemble B, 
€ 


x 
qui est borné et fermé dans K est compact dans K, donc, d’après 
le théorème de Tikhonov, le produit IIB, le sera également dans KX. 


xEX 
Prouvons que l’ensemble M est fermé dans l’espace KX*. Soit œ@ un 
point d’adhérence de l’ensemble M. Il existe une suite généralisée F 
d'éléments de M convergeant vers @ dans l’espace K*. Autrement 
dit, pour chaque z € X la valeur œ (x) est la limite d’une famille 
numérique {f(x)} (€ F). Si l'on convient que £ = 6-![F], en 
munissant l’ensemble € de l'ordre naturel (induit à partir de F), on 
peut écrire que (zx) — lim (rx, E) (EX). Il s'ensuit que la 


€ 
fonction w est linéaire. Comme E = 8-{Fc x (V),onal|oœ(x) K 
< 1 pour xE V, ce qui entraîne la continuité (pour la topologie +) 
de la fonction ®, puisque celle-ci est linéaire. Ainsi, q est une fonc- 
tionnelle linéaire continue (pour la topologie t) sur X. Mais la 
dualité X + Y est exhaustive pour la topologie t, donc æ € 8 [Y]. 
Vu que | @ | 1 (EE V), il vient 6-T(p) E x (V) et par suite 
æEO[rx (V)] = M. Etant un sous-ensemble fermé de l’ensemble 
compact I Z,, l’ensemble M est compact avec son image réciproque 


xEX 
an (V) par l'application 6. 

La topologie de X pour laquelle la base de filtre des voisinages 
de 0 est constituée des polaires inverses de tous les ensembles ab- 
solument convexes (s)-faiblement compacts de Y s'appelle topologie 
de Mackey sur X, engendrée par la dualité X «+ Y. Cette topologie 
est notée u (X, Y) *). 

La dualité X ++ Y étant exhaustive pour la topologie faible 
© (X, Y), la proposition I nous dit que le polaire x (V) de tout voi- 
sinage faible V de 0 dans X est (+)-faiblement compact. Si, en parti- 
culier, V = rx-1(X), où X est un ensemble fini dans Y, on obtient 
que la composante C — x (x! (Æ)) = x (V) engendrée par X est 
(-)-faiblement compacte. Comme de plus x! (Æ) = x -1(C), l’en- 
semble V = x-1(X) est voisinage de O0 pour la topologie de Mac- 
key u (X, Y). Donc, cette topologie est plus forte que la topologie 
faible o (X, Y). Ce qui veut dire en particulier que la topologie de 


*) Il est aisé de comprendre que si C, et C. sont des compacts dans un espace 
localement convexe, leur somme C, + C le sera également. Si C; et C: sont 
des ensembles absolument convexes (s)-faiblement compacts, leur somme le 
sera aussi. Il est évident que 


a" (C1) Nat (Ce) = nt (C1 + Ca). 
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Mackey u (X, Y) est compatible avec la dualité X <> Ÿ, c'est-à-dire 
chaque fonctionnelle de la forme f, (y € Ÿ) est continue pour cette 
topologie. 

Complétons la proposition I en prouvant que 


II. La dualité X-+ Y est erhaustive pour la topologie de M ackey 
u (X, Y). 


<« Outre Ÿ, considérons l’espace X; des fonctionnelles faiblement 
continues sur X. Il est clair que tous les éléments de cet espace sont 
des fonctionnelles de la forme f, (y € Y). Désignons par ailleurs par 
X, l’espace de toutes les fonctionnelles linéaires sur X, continues 
pour la topologie de Mackey pu (X, Y) = u. La topologie pu étant 
peus A que la topologie faible © (X, YŸ), on a de toute évidence 
a Ày. 

° Considérons les dualités canoniques X <—- Y; et X ++ X,,*). 
Désignons le polaire et le polaire inverse respectivement par x et 
a" dans la dualité X <— XS et par (. .. )° dans la dualité X <— X,.. 
Il s'ensuit immédiatement de la définition que 


n(E)=ENXS (EE X) (10) 


et que x "1 (G) = G°, pour G € X5. 

Prenons une fonctionnelle quelconque f € X, et supposons comme 
toujours que À = {& EK:| &œ|< 1}. La fonctionnelle f étant conti- 
nue pour la topologie u, l’image réciproque f-{ [4] est voisinage de 
l'élément nul de X pour cette topologie. de sorte qu’il existe un ensem- 
ble absolument convexe (+)-faiblement compact C & XS tel que 


{f} =f"t[4]2 x1(c)= 0! (11) 


Mais la relation (10) nous dit que l’espace X; muni de la topologie 
faible o (X5, X) est un sous-espace de l’espace X, muni de la topolo- 
gie ao (X,, X). L'ensemble C qui est compact dans le sous-espace 
mentionné est compact et a fortiori fermé dans l’espace X, tout entier. 
Comme, d'autre part, C est absolument convexe, on déduit que 
C® = C. En passant aux polaires dans (11) on peut donc écrire que 


fe NecC"ecCexe 


Par conséquent, X, = X,, autrement dit toute fonctionnelle con- 
tinue pour la topologie u sur X est de la forme f, pour un y € YŸ. 
En combinant les propositions I et II on est conduit au fait 
central de la théorie de la dualité: le théorème de Mackey-Arens. 


THÉOREME 3. Pour qu'une dualité X <— Y soit erhaustive pour une 
topologie localement convexe + donnée sur X, il est nécessaire et suffisant 


*) La première de ces dualités est visiblement isomorphe dans un sens 
à préciser à la dualité donnée, de sorte que o (X, X;) = o (X, Y},u (X, X,) — 


= p(X, Ÿ). 
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que 7t soit plus forte que la topologie faible © (X, Y) et plus faible que 
la topologie de Mackey u (X, Y). 

Nécessité. Elle résulte de la proposition I. 

Suffisance. Désignons par X, l’espace de toutes les fonctionnel- 
les faiblement continues sur X, par X’ l’espace de toutes les fonction- 
nelles linéaires sur X, continues pour la topologie + et enfin par X, 
l'espace de toutes les fonctionnelles linéaires sur X, continues pour 
la topologie u (X, Y). La relation entre les topologies © (X, Y), 
t et L (X, Ÿ) nous permet d'écrire: X;$ € X’ € X,. Mais X, = X5 
d’après la proposition II. Donc X’ = X;. Reste à remarquer que 
l'égalité établie exprime justement que la dualité X > Y est exhaus- 
tive pour la topologie +. Bb 
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